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A uv 提 要 


本 书 主要 介绍 用 张 量 基 方法 求 李 代数 和 李 超 代数 的 表示 ， 并 将 张 量 基 方 
法 用 于 求 转动 不 变 的 全 同 粒子 体系 波 函 数 ， 还 简单 介绍 了 李 代数 和 李 超 代数 
的 基本 知识 以 方便 读者 查找 ， 用 类 似 于 张 量 基 方法 ， 从 点 群生 成 元 及 定义 关 
系 出 发 ， 得 到 其 表示 和 约 化 系数 . 

为 了 起 到 帮助 读者 较 快 进入 有 关 方 面 科研 的 作用 ， 本 书 在 实例 选择 上 由 
RAR, 尽量 使 读者 容易 掌握 ， 凡 具有 基本 群 论 知识 的 读者 均 适 于 读本 书 . 

本 书 共 分 七 章 ， 包 括 介绍 李 代数 和 李 超 代数 的 基本 知识 ， 李 代数 su(n) 
和 o(n) 的 表示 ， 李 超 代 数 A(n, 1) 系列 和 B(0,1), B(1, 1) 等 的 表示 ， 转 
动 不 变 的 全 同 粒子 体系 波 函 数 的 算法 ， 点 群 及 其 约 化 系数 的 计算 方法 . 

此 书 可 以 作为 理论 物理 研究 生 和 工作 者 的 参考 书 ， 对 理论 化 学 工作 者 也 
有 一 定 的 参考 价值 


《北京 大 学 物理 学 丛书 》 
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物理 学 是 自然 科学 的 基础 ,是 探讨 物质 结构 和 运动 
基本 规律 的 前 沿 学 科 。 几 十 年 来 ,在 生产 技术 发 展 的 要 求 
和 推动 下 ,人 们 对 物理 现象 和 物理 学 规律 的 探索 研究 不 
断 取 得 新 的 突破 。 物 理学 的 各 分 支 学 科 有 着 突飞猛进 的 
发 展 ,丰富 了 人 们 对 物质 世界 物理 运动 基本 规律 的 认识 
和 掌握 ,促进 了 许多 和 物理 学 紧密 相关 的 交叉 学 科 和 技 
术 学 科 的 进步 。 物 理学 的 发 展 是 许多 新 兴学 科 、 交 叉 学 科 
和 新 技术 学 科 产 生 、 成 长 和 发 展 的 基础 和 前 导 。 

为 适应 现代 化 建设 的 需要 ,为 推动 国内 物理 学 的 研 
究 、 提 高 物理 教学 水 平 , 我 们 决定 推出 《北京 大 学 物理 学 
丛书 》 请 在 物理 学 前 沿 进行 科学 研究 和 教学 工作 的 著名 
物理 学 家 和 教授 对 现代 物理 学 各 分 支 领域 的 前 沿 发 展 做 
系统 、 全 面 的 介绍 ,为 广大 物理 学 工作 者 和 物理 系 的 学 生 
进一步 开展 物理 学 各 分 支 领域 的 探索 研究 和 学 习 , 开 展 
与 物理 学 紧密 相关 的 交叉 学 科 和 技术 学 科 的 研究 和 学 习 
提供 研究 参考 书 、 教 学 参考 书 和 教材 。 

本 从 书 分 两 个 层次 。 第 一 个 层次 是 物理 系 本 科 生 的 
基础 课 教材 ,这 一 教材 系列 ,将 在 几 十 年 来 几 代 教师 , 特 
别 是 在 北京 大 学 教师 的 教学 实践 和 教学 经 验 积累 的 基础 
上 ,力求 深入 浅 出 、 删 繁 就 简 , 以 适 于 全 国 大 多 数 院 校 的 
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物理 系 使 用 。 它 既 吸 收 以 往 经 典 的 物理 教材 的 精华 , 尽 可 
能 系统 地 、 完 整地 、 准 确 地 讲解 有 关 的 物理 学 基本 知识 、 
基本 概念 、 基 本 规律 基本 方法 ;同时 又 注入 科技 发 展 的 
新 观点 和 方法 ,介绍 物理 学 的 现代 发 展 , 使 学 生 不 仅 能 掌 
握 物 理学 的 基础 知识 ,还 能 了 解 本 学 科 的 前 沿 课题 和 研 
究 动向 ,提高 学 生 的 科学 素质 。 第 二 个 层次 是 研究 生 教 
材 、 研 究 生 教 学 参考 书 和 专题 学 术 著 作 。 这 一 系列 将 集中 
于 一 些 发 展 迅 速 , 已 有 开拓 性 进展 .国际 上 活跃 的 学 科 方 
向 和 专题 ,介绍 该 学 科 方 向 的 基本 内 容 , 力 求 充 分 反映 该 
学 科 方 向 国内 外 前 沿 最 新 进展 和 研究 成 果 。 学 术 专 著 首 
先 着 眼 于 物理 学 的 各 分 支 学 科 , 然 后 再 扩展 到 与 物理 学 
紧密 相关 的 交叉 学 科 。 

愿 这 套 从 书 的 出 版 既 能 使 国内 著名 物理 学 家 和 教授 
有 机 会 将 他 们 的 累累 硕果 奉献 给 广大 读者 ,又 能 对 物理 
的 教学 和 科学 研究 起 到 促进 和 推动 作用 。 


《北京 大 学 物理 学 丛书 》 编 辑 委员 会 
1997 年 3 月 


Preface 


Physics is the foundation of natural sciences,a leading disci- 
pline of studying structures of matter and basic laws of motion. 
For several decades ‚driving by the demands of developing tech- 
nology,the breakthrough in the studies of physical phenomenon 
and the laws of physics never end. During this period ,all branch- 
es of Physics grew very fast and our knowledge of the basic laws 
governing the motion of the physical world was highly enriched. 
The growing of physics accelerated the progress of many physics 
related areas and technologies. The development of physics pro- 
vided grounds and guidance for the birth and the growth of those 
new branches of physics, related areas and new technologies. 

In order to catch up the main stream of the modernization 
and to give an impetus to scientific research and to improve 
teaching of physics in China, we decided to publish “The Series of 
Advanced Physics of Peking University”. We invited those distin- 
guished physicists and professors who worked in the frontier of 
physics to give series introductions to all branches of modern 
physics and recent developments in these fields. This series,as a 
consequence , provides textbooks and references for physicists and 
physics students in their studies of all branches of physics ,relat- 
ed areas and technologies. 

This series is divided into two sub-series of different levels, 
the first sub-series includes the textbooks of undergraduate 


。3 。 


physics written by experienced teachers in Peking University in 
past decades. These textbooks were written concisely with deep 
insights and easier expressions, which adopt essences of physics 
textbook classics , explain fundamental concepts,laws and meth- 
ods of physics in a systematic and rigorous way. In addition these 
textbooks properly introduced the new approaches and the latest 
developments of physics for educational purposes. This sub-se- 
ries is suitable for teaching of undergraduate physics for most u- 
niversities and institutes in China. The second sub-series includes 
graduate textbook , references and academic writings. This sub- 
series focuses on the latest developments and accomplishments in 
the active subjects of relevant research with international inter- 
ests and introductions to those of fast developing research fields. 
The topics of academic writings mainly cover all branches of 
physics,but it will be generalized to closely related areas. 

We wish the publication of this series could provide an op- 
portunity for leading physicists and physics professors in China 
to show their fruitful accomplishments to general audience and to 


give an impetus to teaching and research in physics. 


Editorial board of 
“The Series of Advanced Physics of Peking University" 
March 1997 


序 
世纪 之 交 的 物理 学 


20 世纪 即将 过 去 。 物 理学 的 革命 ,这 场 革命 推动 的 整 
个 自然 科学 和 应 用 技术 的 伟大 变革 ,以 及 这 些 变革 对 人 
类 社会 的 影响 ,将 作为 这 个 世纪 的 一 个 重要 标志 而 载 入 
史册 。 这 段 令 人 神往 的 历史 ,给 正 处 在 世纪 之 交 的 我 们 以 
fr A RE BS RE 

首先 的 启示 是 作为 研究 物质 结构 和 运动 的 基本 规律 
的 物理 学 ,总 是 生机 勃勃 .不 断 地 开辟 自己 前 进 的 道路 
的 。1803 年 道 尔 顿 提出 了 近代 的 原子 论 , 认 为 世间 万 物 都 
是 由 几 十 种 不 同 种 类 的 原子 ( 那 时 只 认识 到 三 十 来 种 ) 组 
成 的 。 经 和 过 近 一 个 世纪 和 多 方面 的 研究 和 争论 ,科学 界 接受 
了 和 发 展 了 这 个 学 说 。 到 19 世纪 60 年 代 , 元 素 的 数目 增 
到 六 十 多 种 ,而 且 还 认识 到 不 同 元 素 的 性 质 是 有 内 在 联 
系 的 , 门 捷 列 夫 的 周期 律 描述 了 这 种 联系 。19 世纪 来 , 物 
理学 家 们 发 现 了 电子 .a 粒子、 放射性 、 久 射线。 发 现 原 
子 是 可 以 改变 的 ,原子 不 是 物质 构成 的 最 小 单元 。20 世纪 
初 卢 瑟 福 建立 了 原子 结构 的 “行星 ”模型 。 探讨 原子 结构 
模型 和 经 典 物 理学 之 问 的 矛盾 ,导致 了 量子 力学 的 诞生 ， 
产生 了 现代 原子 、 分 子 物 理 、 凝聚 态 物理 ,原子核 物 理 
历史 也 许 有 某 种 类 似 性 。 在 这 个 世纪 之 交 , 物 理学 又 
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正在 进入 一 个 新 的 层次 。 本 世纪 50 年 代 , 人 们 找到 作为 
构成 物质 的 基石 的 基本 粒子 有 三 十 来 种 ,也 认识 到 它们 
之 间 的 相互 作用 和 相互 转化 。 探 索 这 些 “ 基 本 ”粒子 的 更 
深层 次 的 构造 的 努力 , 近 三 十 年 来 取得 十 分 辉煌 的 成 就 。 
三 代 夸 克 和 三 代 轻 子 的 粒子 模型 、 电 弱 统 一 理论 和 量子 
色 动 力学 ,这 被 称 作 粒 子 物理 的 标准 模型 的 建立 以 及 它 

在 各 方面 的 成 功 , 正 是 标志 着 物理 学 正在 进入 物质 世界 
的 一 个 更 深 的 层次 , 毫 无 疑问 这 将 是 物理 学 历史 上 一 个 
具有 划时代 的 意义 的 大 事 。 但 是 ,大 多 数 的 物理 学 家 都 会 
ου ик ЕС 个 唯 象 的 模 

。 在 欢呼 它 取得 的 多 方面 的 胜利 时 ,也 要 看 到 同时 提出 
T- 系列 带 本 质 性 的 问题 。 也 许可 以 说 ,进入 这 个 新 层次 
将 带 来 的 最 本 质 的 新 的 物理 ,还 没有 来 到 我 们 中 间 。19 世 
纪 末 的 物理 学 家 设 能 猜测 到 ,进入 比 原子 更 深层 次 的 探 
Z ,会 在 什么 时 候 和 在 鄂 点 上 带 来 新 的 物理 ,20 世纪 末 的 
人 们 也 不 能 奢望 会 比 前 非 高 明 多 少 ! 

20 世纪 物理 学 的 革命 ,表现 出 人 类 理性 思维 的 伟大 
HEA). RX AMIS BRE MAC ДЕЖ WES, 
严整 的 形式 和 美丽 的 表述 , 震 柚 着 一 代 又 一 代 的 物理 学 
工作 考 的 心灵 。 但 是 , 爱 因 斯 担 也 在 他 那 无 与 伦比 的 思考 
导致 的 宇宙 模型 面前 困惑 了 。 感 谢 近 四 十 多 年 来 一 大 批 
物理 学 家 和 天 文学 家 辛勤 的 努力 和 非凡 的 勇气 ,这 个 难 
以 想象 的 革命 性 的 关于 宇宙 的 概念 和 图 象 建立 起 来 了 ， 
并 得 到 科学 界 多 数 人 的 认同 。 在 大 致 一 百 五 十 多 亿 年 前 ， 


字 宙 从 一 个 具有 无 限 大 的 密度 和 具有 无 限 太 的 时 空 曲率 
.6- 
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的 点 开始 了 。 人 们 猜想 ,在 宇宙 膨胀 、 密 度 和 温度 降低 中 ， 
到 10-“ 秒 时 ,重力 相互 作用 和 其 他 相互 作用 分 离开 来 ;到 
10-% 秒 时 , 强 相互 作用 和 各 电 弱 相互 作用 分 离 ; 直 到 1057 
秒 时 , 弱 相 互 作用 才 与 电磁 相互 作用 分 离 , 世 界 变 成 了 我 
们 现在 所 处 的 有 四 种 基本 相互 作用 的 世界 。 到 10 $^ D, 
夸克 开始 结合 成 强 子 , 也 许 应 当 说 ,只 有 从 此 之 后 的 物理 
才 是 当代 物理 学 家 可 以 比较 有 把 握 来 谈论 的 。 直 到 1077} 
《也 就 是 三 万 多 年 ) 后 ,原子 才 开 始 出 现 。 这样 一 个 综合 了 
亚 核 子 尺 度 ( 小 于 1074 BK) Bm ΕΠ R 8 ( K + 
107 E OK) 的 物理 的 宇宙 演化 模型 的 建立 ,可 以 说 是 人 类 
认识 史上 一 个 最 具有 革命 性 的 .划时代 的 伟大 事件 ,当代 
人 还 难以 全 部 理解 它 的 意义 。 这 个 宇宙 学 的 标准 模型 和 
近年 来 天 体 物 理学 家 取得 的 辉煌 的 成 就 ,在 物理 学 的 面 
前 提出 了 十 分 严峻 的 县 有 本 质 的 挑战 。 如 何 理解 这 样 有 
限 而 无 界 的 时 空 和 它 的 奇 点 ?什么 是 在 这 样 演化 中 的 物 
质 和 运动 规律 ?为 什么 宇宙 学 中 有 那么 多 “巧合 ”? asss 总 
之 , 面 对 着 如 此 壮观 而 又 恕 此 神奇 的 宇宙 之 迹 , 除 了 由 更 
的 赞美 和 冤 佩 ,人 们 不 禁 想 起 爱 因 斯 坦 的 话 :“ 自 然 界 最 
不 可 理解 的 就 是 它 竟 然 可 以 理解 1” 

本 世纪 物理 学 的 发 展 给 我 们 的 又 一 个 教 益 是 :物质 
世界 是 有 层次 的 ,反映 物质 世界 的 物理 学 规律 也 是 有 层 
次 的 。 每 一 层次 的 物理 都 植 根 干 更 深层 次 的 物理 学 。 但 
是 ,每 个 层次 的 物理 都 是 在 真实 的 意义 上 不 可 穷尽 的 。 在 
大 自然 千姿百态 的 丰富 性 面前 ,那些 断言 某 某 学 科 将 不 
会 有 什么 发 展 的 说 法 总 是 被 事实 所 粉碎 的 。 经典 力 学 、 经 
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典 电动 力学 并 不 因为 量子 力学 .量子 电动 力学 的 发 展 而 
被 排斥 出 物理 学 ,近年 来 我 们 还 不 停 地 学 习 它 们 新 的 、 有 
深刻 意义 的 进展 。 光 学 和 凝聚 态 物理 学 半 个 世纪 来 的 巨 
大 的 、 令 人 应 接 不 暇 的 发 展 提供 了 最 能 说 服 人 的 例子 。 也 
许 人 们 常常 由 于 赞 毁 它们 在 实际 应 用 上 的 威力 的 同时 ， 
不 够 强调 它们 在 物理 学 学 科 上 的 意义 。 但 如 果 我 们 想到 
在 当代 粒子 物理 和 字 宙 学 中 最 重要 的 观念 ,如 相 变 、 对 称 
ιτ: ου ЕБ БИК 
物理 学 ,而 当代 凝聚 态 物理 又 都 广泛 地 而 且 本 质地 使 用 
量子 场 论 的 语言 和 技术 时 ,我 们 就 会 确信 物理 学 的 丰富 
性 、 多 样 性 和 统一 性 ,“ 只 有 一 个 物理 学 ”! 

在 20 世纪 ,物理 学 的 基本 概念 和 技术 已 被 应 用 到 所 
有 的 自然 科学 领域 。 物 理学 与 其 他 自然 科学 学 科 之 间 的 
浪 绿 领域 ,一 定 意 义 上 是 当代 自然 科学 中 最 富 于 获得 丰 
硕 成 果 的 机 允 的 领域 ,边缘 领域 的 发 展 ,又 反 过 来 丰富 、 
边 深 和 支持 了 物理 学 本 身 的 发 展 。 量 子 力学 和 现代 物理 
实验 技术 的 应 用 ,大 大 推进 了 现代 化 学 的 发 展 。 对 分 子 结 
构 、 性 能 和 反应 机 理 的 研究 ,又 丰富 和 推动 了 现代 物理 的 
和 进步。 而且, 如 果 设 有 现代 化 学 的 支撑 ,现代 物理 学 中 好 
些 分 支 学 科 才 不 能 产生 和 发 展 。 地 球 科学 、 生 命 科学 与 物 
理学 的 边 绿 倘 域 的 发 展 ,也 将 会 是 类 似 的 情景 。 特 别 令 人 
感到 兴奋 的 一 个 新 事物 是 近 二 三 十 年 复杂 性 科学 的 发 
展 。 数 学 ,物理 学 ,特别 是 物理 学 与 化 学 ,地 球 科学 、 生 命 
科学 、 各 种 应 用 技术 科学 的 廊 绿 领域 研究 的 发 展 ,都 使 人 
们 相信 ,在 复杂 性 (多 维度 ,多 组 元 , 非 线 性 , 非 平衡 和 开 
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放 的 ) 系 统 的 结构 .性 能 和 演化 中 ,有 一 些 具 有 普遍 性 的 
运动 规律 和 运动 模式 。 人 们 自然 回想 到 ,开始 于 上 一 世纪 
中 叶 的 研究 能 量 守恒 和 转化 的 热力 学 和 分 子 运 动 论 的 发 
展 ,本 世纪 统计 物理 和 涨 落 理论 的 发 展 。 有 理由 相信 一 门 
有 重要 的 基础 科学 意义 的 学 科 , 复 杂 性 物理 正在 形成 。 它 
现在 已 经 显 出 可 能 对 物理 学 中 一 些 最 基础 的 问题 ,如 必 
然 性 和 随机 性 ,无 序 化 的 倾向 和 有 序 结构 的 生成 ,不 同 层 
次 的 结构 的 自 相似 性 等 ,作出 有 深刻 物理 意义 的 回答 。 也 
许 , 历 史 会 表明 ,这 也 是 人 类 认识 史上 又 一 个 划时代 的 事 
物 , 同 时 ,无 疑 地 会 对 化 学 、 地 球 科学 、 生 命 科学 、 认 知 科 
学 和 各 种 应 用 技术 发 生 巨 大 的 影响 。 

物理 学 作为 一 门 最 基础 的 自然 科学 , 它 的 发 展 动力 
是 深 深 地 植 根 于 人 类 对 真理 的 非 功 利 的 追求 。 但 是 ,历史 
的 发 展 将 越 来 越 有 力 地 证 明 , 正 是 这 种 非 功 利 的 追求 给 
人 类 带 来 最 大 的 收益 。 本 世纪 发 生 的 主要 源 于 物理 学 的 
进展 的 技术 革命 ,就 是 最 有 说 服 力 的 例子 。 当 代 技 术 和 进步 
的 主要 推动 力 来 自 纯 学 科 性 的 基础 研究 。 研 究 室 和 实验 
室 中 纯 学 科 性 的 研究 转变 为 重要 的 应 用 技术 ,实际 生产 
和 社会 发 展 中 遇 到 的 问题 转化 为 有 基础 学 科 意 义 的 研究 
课题 ,两 者 关系 愈 来 念 密 切 , 周 期 愈 来 愈 短 。 与 之 相应 ,在 
现代 ,杰出 的 基础 科学 研究 人 材 和 优秀 的 应 用 技术 开发 
人 材 在 科学 素质 上 的 要 求 变 得 更 加 一 致 了 。 在 世纪 之 交 ， 
无 论 是 制造 业 还 是 服务 业 , 也 无 论 是 材料 、 信 息 、 能 源 、 交 
通 、 环 境 等 技术 部 门 , 都 在 呼唤 着 新 的 技术 变革 ,而 认真 
考察 就 会 发 现 , 多 数 这 些 变革 都 主要 基于 物理 学 近年 的 
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进展 。21 世纪 物理 学 毫 无 疑问 仍 是 技术 进步 的 主要 源泉 。 
物理 学 的 发 展 从 来 就 对 人 类 社会 思想 .文化 发 生 巨 
影响 .20 世纪 的 物理 学 革命 就 更 是 这 样 。 人 类 社会 进步 
的 一 个 主要 动力 便 是 科学 精神 ,现代 科学 精神 的 典范 和 
集中 的 反映 就 是 现代 物理 学 。 我 国 是 一 个 文明 古国 ,在 历 
史上 曾经 对 人 类 的 文化 和 科学 发 展 做 出 过 光辉 的 贡献 。 
但 是 ,我 国 接受 近代 科学 的 时 间 还 很 短 , 现 代 科 学 的 精神 
实质 和 思维 方式 扎根 我 国 还 要 做 艰苦 的 努力 。 有 些 人 中 
着 西方 一 些 比较 浅薄 的 哲学 流派 的 后 面 ,宣扬 一 些 贬低 
和 反对 现代 科学 精神 的 言论 ,甚至 把 当代 社会 中 由 于 社 
会 矛盾 而 造成 的 后 果 , 都 归罪 到 现代 科学 精神 上 。 这 当然 
是 完全 错误 的 。 以 现代 物理 学 为 代表 的 科学 精神 ,是 人 类 
进步 的 一 面 旗帜 , 它 将 高 高 对 扬 在 未 来 的 岁月 中 。 

当 我 们 站 在 新 世纪 的 门槛 上 ,回顾 20 世纪 物理 学 的 
辉煌 时 ,会 更 加 确信 ,在 21 世纪 物理 学 将 会 同样 辉煌 。 屠 
些 有 幸 进 入 物理 学 工作 者 的 行列 的 年 青 朋 友 ，, 历 史 将 会 
iE 9] ,你 们 的 选择 是 完全 正确 的 。 
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作者 前 言 


对 称 性 在 物理 学 、 化 学 等 科学 研究 中 至 关 重 要 ， 和 群 论 作为 研究 
对 称 性 的 工具 , 也 日 益 受 到 人 们 的 重视 , 求 群 表示 已 成 为 数学 物理 
的 一 个 重要 方面 . 

我 们 通过 多 年 的 科研 实践 ， 认 识 到 用 张 量 基 方 法 求 半 单 李 代 数 
的 表示 是 相当 有 效 的 . 其 应 用 范围 相当 广泛 , 如 用 于 李 代 数 的 紧 和 
非 紧 实 型 、 有限 维和 无 限 维 表示 ,也 可 以 用 于 求 基本 经 典 李 超 代 数 
的 表示 . 如 将 其 用 于 求 转动 不 变 的 全 同 粒子 体系 波 函数 ， 可 以 得 到 
显 含 辛 弱 数 母 分 系数 的 递 推 公式 ， 从 而 较 好 地 改进 了 计算 . 

现 有 机 会 在 北京 大 学 出 版 社 支 持 下 ， 将 张 量 基 方 法 总 结 成 书 ， 
纳入 《北京 大 学 物理 学 丛书 》, 实 是 一 件 幸 事 . 此 书 可 以 作为 理论 
物理 工作 者 的 参考 书 ， 起 到 帮助 读者 较 快 进入 有 关 方 面 科 研 第 一 
线 的 作用 . 书 中 的 研究 成 果 得 到 了 国家 自然 科学 基金 的 资助 , 其 中 
部 分 成 果 还 得 到 国家 教委 博士 点 学 科 专 项 基金 等 的 资助 . 

本 书 共 分 七 章 ， 为 方便 读者 ， 在 第 一 章 和 第 四 章 介 绍 李 代数 和 
李 超 代数 的 基本 知识 ， 一般 不 给 出 数学 的 严格 证 明 . 第 二 章 和 第 
三 章 给 出 李 代 数 su(n) 和 oln) 的 表示 . 第 五 章 给 出 部 分 李 超 代数 
A(m,n) 系列 和 部 分 B(m,n) 的 表示 . 第 六 章 介绍 转动 不 变 的 全 同 
粒子 体系 波 函 数 的 算法 ， 第 七 章 介绍 点 群 及 其 约 化 系数 ， 这 本 不 
属于 本 书 范围 ， 但 若 从 生成 元 及 定义 关系 出 发 ， 用 类 似 于 张 量 基 
方法 , 可 以 方便 求 出 其 表示 和 约 化 系数 , 全 书 重 点 在 介绍 张 量 基 方 
法 ， 而 不 是 有 关 方 面 的 全 面 总 结 . 

本 书 的 大 部 分 理论 计算 是 由 孙 洪 洲 首 先 给 出 ， 书 稿 由 韩 其 智 执 
笔 . 由 于 作者 水 平和 时 间 限 制 ， 错 误 和 不 妥 之 处 难免 ， 有 恳请 读者 予 
以 指正 . 
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最 后 作者 愿 借 此 机 会 ， 深 切 怀念 养育 我 们 的 父母 和 教导 过 我 们 
的 师长 ， 感 谢 关 心 和 帮助 过 我 们 的 同行 和 与 我 们 进行 过 有 益 讨论 
的 同行 , 特别 是 和 我 们 一 起 工作 过 的 同事 们 ,他们 对 本 书 的 贡献 是 
不 言 而 喻 的 .高 崇 寿 教授 和 周 月 梅 编审 仔细 阅读 了 本 书 并 提出 了 
许多 宝贵 意见 ， 使 我 们 受益 菲 浅 , 程 希 有 编审 对 本 书 的 排版 进行 了 
热情 耐心 的 帮助 ， 谨 向 他 们 致 以 衷心 的 感谢 . 


PEW AES 
1999 年 4 月 于 北京 
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第 一 章 ” 李 代 数 及 其 表示 


本 章 介绍 李 代 数 和 李 代 数 表示 的 基本 概念 ， 第 一 节 引 入 李 代 
数 ， 第 二 节 讨 论 复 半 单 李 代 数 和 单 李 代 数 ， 第 三 节 讨 论 实 单 李 代 
数 , 第 四 节 讨 论 李 代数 的 表示 , 第 五 节 讨论 用 张 量 基 求 表示 并 给 出 
简单 实例 ο(3). 第 六 节 讨 论 sp(4) 的 不 可 约 表示 . 


11 李 代数 基础 


W g 是 数 域 K 上 定义 有 乘法 的 线性 空间 ， 对 任意 z,yz € g, 
c€ K 满足 
(1) 分 配 律 ， 
(= +y)z = zz + уг, 
2{2 + у) = zz гу; 


(2) HR F a, 
c(zy) = (ст)у = z(cy), 


ШЕ 称 为 代数 . 线性 空间 的 维 数 称 为 代数 的 维 数 . 

Bj ” 维 线性 空间 V 上 线性 变换 L(V, V), 定义 两 个 线性 变换 
的 乘法 为 连续 两 次 线性 变换 ， 则 L(V, V) ARRS. L(V,V) E: n? 
维 的 . 

李 代 数 g 是 数 域 K 上 的 代数 ， 若 其 乘法 满足 

(1) 双 线 性 ， 


[ca +cy,z = c[z,z] + c'[y, 2], 
[z, ex + су] = ε[2,α) + σ'[2, y]; 


(2) 反对 易 性 ， 


{z,y] = --[υ, z]; 


(3) Jacobi 恒等式 ， 
[2,2], 2] + [ly, 2], α) + [lz, x]; v] = 0; 


则 称 g APA. HPS [ ，] 表示 g ЖЖ, x,y,z € g, 
cc € K. 李 代 数 的 乘法 也 简称 为 李 积 ， 反对 易 性 有 时 也 可 以 换 成 
ЖЖ [z,z] = 0, 它们 是 等 价 的 ， 李 代数 的 维 数 也 就 是 线性 空间 g 
的 维 数 . 

如 对 任意 z,y € g, 李 积 满足 [x,y] = 0, ШЖК g 是 Abelian FFE 
数 或 交换 李 代数 ， 

wo 为 代数 ,用 zy RRB g' 的 乘法 ， 对 z, ye θ᾽. 可 以 通过 
ῬῊ δὲ Е MAH RE [α, y], 


[x,y] = zy — yz, (1.1) 


则 诱导 出 李 代 数 ө. 显然 8 满足 双 线 性 ， 反 对 易 性 和 Jacobi 恒 等 
XX. ERE g 是 从 代数 у 诱导 而 来 . 所 以 说 由 代数 的 乘法 可 通 

由 李 代 数 g 是 线性 空间 ， 取 其 基 为 (x1, za ναι), 取 重复 指 
标 表示 求 和 ， 则 g 的 乘法 可 以 用 基 的 李 积 写 出 


[zi 2] = суть. (1.2) 


系数 cf MOS g 的 结构 常数 .结构 常数 的 具体 数值 与 基 有 关 . PH 
的 反对 易 性 和 Jacobi 恒等式 要 求 


сёз +0); = 0, 
C, а κ. HE, kE m+ Ck min = 0. 


k тс) тп 


(1.3) 


例 一 般 线 性 李 代数 (п, С) = gl(V), BM n 维 复线 性 空间 V 
上 线性 变换 代数 L(V,V) 诱导 出 的 李 代 数 . 对 r, y € L(V,V), 定义 
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gl(n, С) MERA [2,0] = ey — yz. gl(n, C) Ж v? 维 的 ， 它 在 李 代 
数 中 起 相当 重要 的 作用 . 

Н пхп 维和 矩阵 表示 V 上 线性 变换 , 可取 gl(n, C) 的 基 为 Ei, 
Ε 是 第 i 行 第 7 列 元 素 为 1, 其 余 元 素 为 0 пхп ЖЖ. 
gl(n, C) 的 乘法 可 以 用 下 对 易 关 系 表示 


[Bi;, Exi] = ó; p Bi — ôi iEn. (1.4) 


非 零 结构 常数 有 c ы = Ó; & Ж с ы = --δι ι. 

李 代 数 的 同 构 与 同 态 ， 若 有 线性 映射 Φ EIU g RH SS 
代数 о, 6: — g', 且 保持 李 代 数 的 运算 规律 不 变 , ИШ BAR, 
加 法 和 李 积 不 变 ， 也 就 是 对 z,y € g, ссек 有 


$(cz + ον) = сФ(т) + с'Ф(у), 
@([z,y]) = [Ф(т), Ф(и)], 


则 称 $ 是 同 态 映射 ， 称 李 代数 g 与 李 代 数 g 同 态 . 

如 从 李 代数 g 到 李 代 数 % 的 同 态 映射 是 一 一 的 ， 则 称 李 代数 
g 和 g 同 构 ， 两 个 同 构 的 李 代数 满足 完全 一 样 的 运算 规律 ， 所 以 
从 抽象 的 数学 角度 看 ， 它 们 是 完全 一 样 的 . 

如 式 (1.3) 所 述 ， 李 代数 g 在 基 (zx1, 22,…,z1), 下 ， 可 以 用 
基 的 李 积 表示 出 来 . 据 此 可 以 定义 g 的 内 导 子 ， 对 z,yE g， 有 
ad(a)y = [z, y] ,具体 地 


(1.5) 


ad(z;)z; = [zi, 2] = cf jan, (1.64) 


应 用 李 积 的 性 质 可 以 证 明 ad(g) 与 g AS.  ad(g), 也 称 为 g WHE 
随 表 示 . 伴随 表示 矩阵 的 让 行 7 列 元 素 为 


ad(r,) = ск 


к. (1.65) 


W g 为 李 代数 ， 7,y,z eg cc € K, 定义 其 Killing 型 为 


(x,y) = tr(ad(z)ad(y)). (1.7a) 
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它 是 g 上 的 双 线 型 ， 即 (ce + с/2, у) = c(z, y) 1- ο(α, μ), 满足 对 称 性 
(z.y) = (u,z), 且 具 有 不 变性 ([z,y], z) + (у. [z, α]) = 0. 

Εκ g 的 基 为 (71, 72,…,z1) BF, Killing 型 可 以 用 矩阵 (g; ;) 描 
述 ， 其 矩阵 元 为 


Jij = 93: = tr(ad(z;)ad(z;)) 


Yd. (1.7b) 
kl 


任意 z € gl(n, C) 可 以 写成 x = У, ; zi ; Ë, ;, 利用 基 之 间 的 对 
易 关 系 式 (1.4), 可 以 求 出 α 的 伴随 表示 的 非 零 矩 阵 元 为 ad(z)i; ij 
—-c-ijlzi,ad(zgni;—-mjlzjfüad(z);ij—mii-cms 
从 而 直接 计算 出 zy € gl(n, C) 的 Killing 型 为 


(x,y) = 2ntr(z1/) — 2tr(x)tr(y). (1.8) 


b 是 李 代 数 g 的 子 空间 ， 对 任意 x,y € b, 在 g 的 李 积 下 有 
[z y] € 5, WH 是 g 的 李子 代数 ， 或 简称 子 代数 . 显然 ， 任 何 李 
代数 а 均 以 其 自身 g 和 零 空间 (0) 为 其 子 代 数 ， 一 般 讲 子 代 数 并 
不 包含 这 种 显然 情况 . 

如 特殊 线性 李 代 数 sl(n, C) = [z € gl(n, C)|tr(z) = 0} 是 一 般 
线性 李 代 数 gi(n, C) 的 子 代数 ， 它 是 n? — 1 4K, Unxn 维 的 
单位 矩阵 E, HEFER k = {сЕ„|с € C) 也 是 gl(n, C) 的 子 代 
Ж, k 是 一 维 李 代数 . 

W b 是 8 的 子 代数 ， 而 且 对 zeb% eg 满足 lz 由 Chb, 即 b 
是 g 的 不 变 子 代数 ， 则 称 日 是 李 代数 o 的 理想 子 代数 ， 也 简称 为 
理想 .显然 任何 李 代数 g 均 以 其 自身 g 和 零 空间 {0} 为 其 理想 ， 
一 般 讲 理想 并 不 包含 这 种 显然 情况 . 

i b 是 李 代 数 g 的 理想 , σερ, 定义 xz ff mod b ARXA 
AM g 中 所 有 mod b 同 余 类 ， 组 成 商 空间 g/b- 对 z,y € g/b, 

义 商 空间 的 李 积 为 


|І 


[8,7 = [2,3], 


则 g/h BERR, WA ο 对 0 Bump RC 

如 gi(n, C)/k = sl(n, С), ΠΠ gi(n, C)/sl(n, C) =k. 

Wt gi 和 g2 是 李 代 数 g 的 理想 ， 并 且 任 意 ze g, 可 以 唯一 表 
成 f= 2, +22, HH omi € бу, 22 € 92, WK g A gi Ж go HAM, 
WA G=91 Θα. 

如 特殊 线性 李 代 数 si(n,C) 和 一 维 李 代 数 k 都 是 一 般 线 性 李 
代数 gl(n, C) 的 理想 . IFA gl(n, C) = sl(n, C) ФЕ. 

如 李 代 数 g ER (0) 和 日 自身 之 外 ， 不 含有 其 他 理想 ， 则 称 g 
为 单 李 代数 . 根据 上 定义 , 一 维 李 代数 是 单 李 代 数 ， 如 除去 此 例 
外 后 ， 所 有 交换 李 代数 都 不 是 单 李 代数 ， 特 殊 线 性 李 代 数 si(n, С) 
是 单 李 代数 ， 而 一 般 线 性 李 代数 gl(n, C) 不 是 单 李 代数 . 

如 李 代数 g 除 {0} 和 g 自身 之 外 , 不 含有 其 他 交换 理想 ， 则 称 
9 为 半 单 李 代 数 ， 显然 除 一 维 李 代数 外 ， 单 李 代数 都 是 半 单 的 ， 但 
半 单 李 代 数 并 不 一 定 是 单 的 . 

如 李 代 数 g 半 单 ， 则 有 


[9,9] = g. 


否则 商 代数 o/[g, οἱ 是 g 的 非 零 交 换 理想 . 
可 以 证 明 李 代 数 8 半 单 的 充分 必要 条 件 是 ， g 可 以 分 解 为 有 
限 个 单 李 代数 的 直 和 ， 并 且 这 种 分 解 是 唯一 的 ， 即 


9=081@092Ф·-: Ф фа, 


其 中 g1, 92,… ,gm 都 是 单 李 代数 . 
由 此 可 以 看 出 研究 单 李 代 数 是 研究 半 单 李 代数 的 基础 . 
可 以 证 明 李 代数 g 半 单 的 充分 必要 条 件 是 其 Killing 型 (g; |) 
不 退化 ， 即 
ἀεί]σι ;| # 0. 


这 对 判断 一 个 李 代数 是 否 半 单 很 有 用 . 


李 代数 g 的 降 中 心 链 αἴ gH, ο], ... gl... 为 00 = р, 
gl = [9,510], g?! = [g g... 6 = [g, ge]. . 当 有 正 整数 
п g^! = (0) , WK g AREER. 李 代数 g 的 导 来 链 gO, g 

gO, «yg, 为 = = g, ας) = [g(9), g0] , g2 = [g, g], .. 
Μο 
可 解 李 代数 ， 

GREE RM EHR, 而 可 解 李 代数 却 不 一 定 寡 零 . RE 
李 代数 的 子 代 数 是 寡 零 的 ,可 解 李 代数 的 子 代数 是 可 解 的 . FES 
代数 的 同 态 象 是 索 零 的 ,可 解 李 代数 的 同 态 象 是 可 解 的 . 半 单 李 代 
ЖЕЛЕ ЖУ, ETETTEK. 

记 9g = [0,9], ШАК о n] 89 BJ T6 ΝΕ ΑΗ R: D ARS 
李 代 数 . 
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WU g 是 李 代 数 ，b 是 其 突 零 子 代数 ，g 可 以 分 解 为 


s=) 9°, (1.9a) 
«cA 
其 中 
ο” = {zz €g,[H,z]=a(H)2,H Eh}. (190) 


a 是 定义 在 b 上 的 复线 性 函数 ， 称 为 g 对 子 代数 h 的 一 个 根 . 用 
和 4 代表 根 的 全 体 . g^ 称 为 g 具有 根 a 的 子 空间 . 

这 分 解 有 以 下 性 质 ， 

(1) o,8ecA, i a + 8€ д, 有 


[в8°,8°] C д", 


Ίῃ o + 8 g A, Wi 
(g^, ο΄] = 0; 


(2) 4n a + B Z 0, WJ (65, 9°) = 0; 

(3) b C g?, Phase р 的 根 为 零 的 子 空间 内 . 

M b = g?, MH б 是 9 的 一 个 Cartan 子 代 数 ， 所 以 说 Cartan 
FREE g RARE FRR. 可 以 证 明 李 代数 的 Cartan 子 代数 
一 定 存在 . 

Kg in 维 半 单 李 代数 ， 日 是 g 的 Cartan ΤΗΝ. ἢ 的 维 
X r RA a HR. W g 可 作 Cartan 4) fF, 


g = b@aexrg™, (1.10) 


其 中 己 表 9 的 非 零 根 的 全 体 ， 称 为 8 的 根系 . 注意 8 是 Cartan + 
代数 与 不 同根 子 空间 的 直 和 ， 并 且 满 足 : 

(1)b Æg 的 交换 子 代数 ， Killing 型 对 b 的 限制 是 非 退 化 的 . 

(2) g 有 > 个 线性 无 关 的 根 ， 而 且 每 个 非 零 根 都 是 单 根 ， 即 根 
子 空间 0° 都 是 一 维 的 . 

(3 Жоє 5, VA -ac E. W Br koc 5, Яз k = +1. 

(431 o,8 € X, Ei a+b € X, Wl(g^,g?] = g^*^; Ж a+ B Z X, 
W 19°, gf] = 0. 

取 Cartan 子 代数 b ΕΑ (Hi, Ho, Ην}. 根子 空间 g^ 的 
A Eo, tg SEINE A (Hi, Ho, Ην, Έα, E-a, Ев, E a, }, 
ЖКА g 的 Cartan-Weyl Ж. d a,b € X. WI g 的 乘法 可 由 下 对 易 关 
REY: 


[Hi, Н; = 0, 
[Hi, Ea] = a( Hi)Es, 
Na Ex 1 + € δ; 
[Ε., Es] = { ^ +в. «+8 (1.11) 
; e + Bg, 
(Bx, Ea] = Ci _., Hi. 


9 的 Killing Æ! (gı πι) XT Ὁ 的 限制 (gi |) 为 


e. SA mg RE ss aw ss "P 


9 к = >` o(Hi)o(Hx), (1.124) 


αΕΣ 


Hp i,k =1,2,---,7,,m=1,2,---,774+1,---57. 而 且 
det 9: m| = detlg; k| Z 0. (1.12b) 
设 (gi κ) HBA (αἱ ^), 可 取 结 构 常 数 
Ci -a = M g Fa (H,). (1.13) 
k 
若 存 在 非 零 根系 列 8 4- lo, 8 - (L— l)o,...,8 то, 则 结构 常 
Nop 的 绝对 值 为 
[Να gl = Vl(m + (a -a)/2, (1.14) 
其 中 两 个 根 的 点 乘 定义 为 
(o: 8) = >》 '*«(Нь)8(Н;). 


ik 
结构 常数 的 符号 规定 还 应 满足 
Na в = —Nas = Na -og = М.в, 
Nap = Να -g = N-8 — (1.14b) 


Na aN, ву + Na N-ap p+ Na ——8— Ng , = 0. 


(giz) 0 0 00 
ο 01. 00 
0 10... 00 
(А) . + + + + α |’ (1.15) 
ο 00.01 
0 00 0 


Xj g AY Cartan-Weyl 基 ， 即 基 (Hj, H;,: , Hr, Ea, E-a, Ев, 
E_g,-+-,}. id Killing 型 对 应 根 a 和 一 a 的 分 量 为 ga,-a. 因为 Κα 
的 长 度 与 根 无 关 ， 对 所 有 可 能 的 o, 适当 选取 ES M Elo, 可 以 使 
9a,-a = 1. 再 选 归 一 化 根 ， 使 gi = Yucgo(Hi)e(Hx) = б. 于 
ЖЯ д'* = б, С} = о(Н;). Ж gif Killing 型 (gim) Б W 
限制 为 (9; κ), 这 时 Killing 型 由 式 (1.15) 给 出 .这 样 选择 的 基 ， 称 
为 Cartan-Weyl 标准 基 . 

在 同 构 意 义 下 ， 半 单 李 代数 唯一 由 其 Cartan 子 代数 和 根系 所 
决定 ， 并 且 与 具体 坐标 的 选择 无 关 . 

由 于 a 是 定义 在 上 的 复线 性 函数 ， 所 以 属于 的 对 侦 空 间 
9*. 在 8* 选 定 一 组 基 之 后 ， 如 一 个 根 的 第 一 个 非 零 坐标 为 正 ， 则 
称 其 为 正 根 . 如 果 一 个 正 根 不 能 分 解 为 另外 两 个 正 根 之 和 ， 则 称 其 
为 素 根 . 不 同 素 根 是 线性 无 关 的 . 常 取 g 的 素 根系 H 作为 b* 的 
一 组 基 ， 


П = 101,22, ταν). 


W k, 为 非 负 整数 ， 则 g 的 任 一 根 o ΠΡ 


а = + у; kiai. (1.16) 
ac H 
k o;,o; 是 半 单 李 代数 的 两 个 素 根 ， 则 有 
(1) o; - а; 不 是 根 . 
(2) 2a; oj)/(ai αι) = -l,i 是非 负 整数 . 
(3) az αι BJ 3c f8 0; 只 能 取 π/2,2π/8, ὃπ/4, ὄπ/θ. W о; 为 长 
根 ， 根 的 长 度 比 为 


^x. θι/Ξπ/», 
1, 0; ; = 2т/3, 
2, 0; ; = 37/4, 
3, 6; = 5n/6. 


(a; - αγ)/(α; - αι) = 


半 单 李 代数 素 根 的 结构 可 用 Dynkin 图 来 描述 ， 在 Dynkin 
中 ,一 个 素 根 用 一 个 空心 小 圆圈 代表 ， 所 以 共有 "7 个 小 圆圈 ， 当 两 
个 素 根 间 夹 角 为 m/2 时 ， 这 两 个 素 根 的 小 圆圈 不 连接 . 当 两 个 素 
根 间 夹 角 为 20/3, 37/4 3k 57/6 时 ， 这 两 个 素 根 的 小 圆圈 用 一 条 ， 
两 条 或 三 条 线 连接 . 当 两 个 根 长 一 样 时 ， 连 线 不 画 箭头 ， 和 否则 画 上 
从 长 根 指向 短 根 的 箭头 . 

单 李 代数 的 Dynkin 图 ， 代表 素 根 的 小 贺 圈 是 连接 在 一 起 的 . 
若 Dynkin 图 断 成 多 个 各 自 相连 接 的 部 分 则 说 明 该 半 单 李 代 数 是 
多 个 单 李 代 数理 想 的 直 和 . 表 1.1 给 出 单 李 代 数 的 根系 ， 按 表 1.1 
素 根 顺序 ， 图 1.1 给 出 各 单 李 代数 的 Dynkin B. 

单 李 代数 除 ΓΣ Cartan-Weyl 基 外 ， 还 常 采 用 Chevalley Ж. 
设 单 李 代 数 g 的 Cartan 子 代 数 的 基 为 (Hi, Ho, , Ην}, 其 第 m 个 
BBA ол. 注意 (am 0m) = У, κθ' Fa a (Hy)a,, (Hi), (am H) = 
in G “Qam(Hs)Hi, 定义 Chevalley 基 的 生成 元 为 


2 
(aim Gn) om) 


2 
=, |—— Eos = 1,2,...,7. .17 
ἔαπι (am * Om) m m r (1 ) 
2 
eam = 4] TM E as 
m (am ` am) m 


Chevalley 基 生 成 元 满足 下 列 对 易 关 系 ， 
[Reis ha] = 0, 
[heir eza, ] = ЖА; jera,, (1.18a) 


[ea,, ἐ--αι = δὲ jha, 


其 中 
Ai j = 2(a; оз) (а: αι). (1.19) 
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g/(9ə — 22 + 9ə+ T. 
MANN — гэ — tə—) DEED d) irr hs ὙΠ“ 
z/1-l09] go pad &/(8 F 4a + 99 F Чә £ ba + fo F Go £ lay) 8 siz 8q 
‘Sa + дә ‘Itty — to | fs BES fu fap tF 
[ Z/{83 — 42 + 9ə+ = Tl -ϕ- hd ΧΗ ie da YW BE | | 
9/1 $a + ba + ta — бә — Тә) '£/(89 F 49 F 95 x $a Ф Рэ ΕΟΤ za lar) L ESI Pi 
‘gtr tp =e (S το CAV cae зуу әтә 
z/(2əzA + 99+ T ЕЕ: ch we ΒΕ 
z/1 [να] Sa + Фә + £3 — бә — Ta—) Z^ /49 + š/ (92 Ф So F Vo + fo x Co F lox) 9 82 91 
νι e+ 一 各 492λξ ез9 5 Et S р fate | | 
; ‘ZJ tm lo νο) | 0/0 + το F το F 194) ' 
| 9/1 | ‘ə *бә — Фә πο Ta _|__ FA? SERS ‘3F Чә ә r os a 
‘Ga fog + Tom FEF: атат | 
z/1—lbe] | ‘Zə — Το ‘Wag (fa + ta)z ‘fə — 19 t PI | Ὁ 
和 CA US EAS | TI 4 
| «n-Ke ως] | (ug Tu Hi to (fo pror u | (r— uz)u “q 
一 £ u> tus Γ 
| 2/1- + vod “чэр ‘Itta— 19 ttəz,+ ‘fa F tay [Πλ νον "o 
Tous Tse “ёз ustus | | 
g/1- [0 — uz)z] tua ‘Itty _ 10 “ap “fa + tax u | (T+ uz)u “a 
‘win Tae "ёз THUS las 7 
g1- + we] tta — 19 ‘fa — 19 
XX ΗΒ Hx HEH 


XEM Ed TI Æ 
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Án 


Bn 


Cn 


Dn 


Ев 


五 7 


Fa 
o= 


αι 


an- 


An-2 
аз 
a2 


a3 
a2 

αι 

a2 


аз 


ας 
a4 
82 


ag 


kin 图 
数 的 Dyn 
单 李 代 

图 1.1 


矩阵 (Aij) 称 为 Cartan ЖЕЕ. 只 要 知道 素 根 系 ， 或 Dynkin Й, 
或 Cartan 抢 阵 中 任何 一 个 ， 就 能 决定 另外 两 个 . 

以 上 3r 个 Chevalley 基 生 成 元 当然 不 是 a 的 完备 基 ， 其 他 基 
可 由 它们 生成 . Kait но; Бар ΕΣ, # 


Ca 十 … 十 oj 十 ak = [ea, с» [еа;,еа,]], 


(1.180) 


€-oji—--—aj оь = [е ai^ [e-aj -a]l 


也 就 是 说 只 要 exo, 和 它们 间 的 对 易 关 系 已 知 ， 用 式 (1.18b) 就 可 
求 出 非 素 根 对 应 的 基 . 


根据 单 李 代数 素 根系 的 上 述 性 质 ， 证 明 单 李 代 数 有 以 下 四 个 
系列 经 典 李 代数 和 五 个 例外 李 代 数 . 经 典 李 代数 为 

(1) A, = si(n-1,C), n21, 

(2) B, = о(2п+1,С), n22, 

(3) Ca = sp(2n,C), "δ, 

(4) Dna = o(2n, C), "ΣΑ. 
例外 李 代数 为 G2, Fa, Ев, Er 和 Βα. 


在 单 李 代数 间 ， 只 有 以 下 同 构 关 系 ， 41 = B, = Οι, Bs = Cd, 
Аз ~ D. . 


下 面 给 出 各 单 李 代数 的 Cartan Ж. 
2 -1 0 0 0 
一 2 -1 0 0 
0-1 2 0 0 
An: . 
0 ο 0. 2 -1 
0 0 0..-1 2 
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со © о τη N ο © o CN єч 
| | 
о о о N e о о о N n 
© сч N о о Фо 一 AN о © 
| | 
τη ο ч о c = N — о © 
| | | | 
су τή © о о XN 一 © о о 


Es : 
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0 -1 2 —1 0 一 
E: 0 0 -1 2 -1 0 
0 0 0 -1 2 一 | 0 
0 0 0 0 一 2 0 
0 0 ~i 0 о 0 2 
2 —1 0 0 0 0 0 0 
—1 2 -1 0 0 0 0 0 
—1 2 -1 0 0 0 -1 
0-1 2 —1 0 0 
Eg: 0 


0 ο -1 2 


经 典 李 代数 是 在 物理 中 应 用 最 多 的 李 代 数 ， 它 们 可 由 矩阵 定 
X, 所 以 都 是 一 般 线性 代数 的 子 代 数 . 下 面 对 各 个 经 典 李 代数 分 别 
进行 讨论 . 

Án 


已 知 A, = sl(n+1,C) = (z € gl(n- 1, C)[tr(z) = 0}, 所 以 An 
的 生成 元 可 以 用 和 迹 为 零 的 (n 1) x (n +1) 复 矩 阵 表示 . WE EL; 为 
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第 i R38 了 列 元 素 为 1, 其 余 元 素 为 零 的 (n + 1) x (n + 1) JB B£. 
可 以 取 如 下 矩阵 为 An 的 Cartan-Wyel Ж. 


1 n+l 
H; = Eii— ) Е; |, 
ο 2 Bi (1.20a) 


jfi 
Ee-ee; = Εἰ), z Z J. 


其 中 J — 1,2, n+l. Hi 只 有 了 个 是 线性 独立 的 ， 因 它 们 满足 
Hı + Ha +: H, + Any, = 0. (1.20b) 
其 Chevalley 基 可 以 取 为 


ho, = Eii — Eii i+1, 
€a; = Ё +1, (1.21) 


e-a; = ipii 


其 中 1 =1,2,---,n. 
M gl(n + 1) #7 Killing 型 加 上 迹 为 零 的 条 件 ， 设 x,y € An, 可 
得 A, 的 Killing 型 为 


(x,y) = 2ntr(zy). (1.22) 
B, WI Dn 
这 两 个 李 代数 都 属于 正 交 李 代数 
o(m,C) = (z є gi(m,C)|z'H +Hz=0, Н = H). (1.23) 
BD H Æ m HEXEOBEE, Кт 
Βα =0(2n+1,C), Р, = о(2п,С). (1.24) 
对 В, = ol2n 十 1,C) ,用 EE 表 i xi 的 单位 矩阵 ， 若 取 
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0 |, (1.25a) 


w b u 
a= c —w' wv А (1.25b) 
~y -ut 0 


Ht w,bc E пхп GR, ио E nx 1 ЖЕЕ, НИЕ bt = —b, 
et = —c. 
WOES 是 第 ; 行 第 7 列 为 1, 其余 元 素 为 零 的 加 +1 维 矩阵 ， 
则 可 将 B, 的 Cartan-Wey] 基 用 下 面 矩 阵 表 示 出 来 . 
Hi = Eii — Entinti, 
Be;-e; = Eij— Επ] t#H 
Bete; = Binti— Eintiy 1 j 
E-e-e; Επι + Елу, ἐπ} (1.26) 
Ee, = Eiansi — Eoa+1 nti 
Ee; = -Enpi angi + Eons ἐν 


其 中 1, j = 1,2,-++,n. 
其 Chevalley Æ% 


Е— Entinsi 7 Eiri ita + Entiti ndis 


ho, = i-12,--,n-1, 
2(E, n — Eon an); ¿= т, 
{ Ei isi — Esser t= 1,2,---,n—-1, 
еа; = А 
V2(E, 24411 — E2n+1 2n), і = п, 


(1.27) 
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А = [енн i-1,2,-,n-1l, 
τη V2(— Es. 2n41 + Bangin), i= n. 


对 Dn = о(2п, С), AA 


g-[ >), (1.282) 
E, 0 


则 任意 тєр, 可 用 如 下 2n 维 复 矩阵 表 出 


-(" n (1.28b) 


Ep a,b,c Ron x n ЖЕ, Hle bt ——b, c = —c. 
设 Ei 是 第 i 行 第 7 列 为 1， 其 余 元 素 为 零 的 2n AEE, W 
可 将 D, 的 Cartan-Weyl EF] F IE PE s th ἈΞ. 
HT, = E; i — Enrintis 
El = Eijy— Entjntis 1563, 


(1.29) 
Έει +e; = Е; nij 一 Е; nti 1 J 
Еее; = —Ensij + Ent; 1, ix 2, 
其 中 i,j = 1,2,- - 
其 Chevalley 3£ ΧΙ 
Eii — Entingi— Еран + Entitintitis 
t= 1,2,---,n—-1, 
hos = 
En 1n 1 — Lon 12" í + Enn — En ом, (1.30) 
¿= п, 
bU i1 ~— Entitintiy T= 1,2,:,n— 1, 
Ca; = А 
Επι 2n ~fn2n-1, $ = Τὸ 


ε m 1=1,2,---,n—-1, 
а; = 


-Emnin T Bann-1, ἃ = n. 
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Cn 又 称 辛 代数 ， 满 足 


C, = sp(2n,C) = {zx € 91(2п,С)|=С + Gr=0, G'--G) 


(1.31) 
取 2n 维 反对 称 和 矩阵 G 为 
0 E, 
G= [ -En 0 | ; (1.329) 
则 任意 z € Cn 可 用 如 下 2n 维 复 矩 阵 表 出 
z= | И P } (1.320) 


Hide, f пхп EW, ВЕ εἰ-ε, fi=f. 
KE; 是 第 i 4136 IIAL, 其余 元 素 为 零 的 2n HHH, My 
可 将 Cn 的 Cartan-Weyl 38:4} F TAB as Н Ж. 
H; = E; — Enti ntis 
E-e; = ~Eig + Ера dj 
Ее, κει = Lint + E; n+i» i 天 1, 
E Le; = Lntji + 五 n+ j i 天 Js (1.33) 
Eze; = ΖΕ; nci 
E ος, = V2En+i 1) 
其 中 1,7 = 1,2,:--,л . 
其 Chevalley 基 为 
Eii— Enpi ngi — Bipi i41 + Entigt ntiti, 
ha; = i=1,2,---,n-1, 


En n — Eon 2n, ¿= n, 
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E; 计 1 一 Entitl nti i=1,2, ,n — 1, 
боа = Е i=n 
2 = 
т, 275 , (1.34) 
Eigi i 一 Ён п++1› i—1,2,--,n- 1, 
е_„ = | 
Ea п) 1 = п. 


以 上 已 经 对 经 典 李 代数 作 了 简单 介绍 ， 下 面 将 给 出 两 个 具体 
李 代数 的 例子 . 

首先 看 李 代 数 Αι = sl(2,C) . 它 的 秩 为 1, Dynkin 图 是 一 个 空 
ХЛ В, Санап 矩阵 为 (2). 它 是 维 数 最 小 的 经 典 李 代数 . ER 
有 一 个 素 根 al = el — ез. 所 以 也 只 有 这 一 个 正 根 . 其 Cartan-Wyel 
基 可 以 取 为 


1 
Hı = PEE 1— E22), 
Ee, 一 ez > Еэ, (1.35) 
Е, ει = E2 1, 


注意 Н = HE22- Е) = -H 不 是 独立 的 ， 所 以 只 取 Н, 为 基 
Εμμ. 直接 计算 其 李 积 满足 


(Hi, Ee, οι] = Ec e 
[Н\, Ee, e] = Вее, (1.36) 
[Be, 6s, Ee, ei] = 2Н,. 


如 取 生 成 元 为 


Lo = Н}, 
Là = ~Fe,—e,/V2, (1.37) 
La = Ες, ei / V2, 
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MU Lo, Lar 构成 的 李 代数 与 o(3) 同 构 ， 满 足 熟 悉 的 角 动 量 间 对 易 
关系 


[20,11] = ££41, (1.38) 
[L41,L-1] = —Lo, 
如 取 基 为 (Lo, Lj L-1), 则 其 Killing 型 为 
2 0 0 
(«һр = | 0 ο -2 (1.392) 
0 一 2 0 
Killing X H% Aj 
1/2 0 0 
(/9-] 0 o -1⁄2 |. (1.39b) 
0 -1/2 ο 


其 Casimir 算 子 可 以 写成 
C, = 1/2(L2 — Ly, L_y — L_ YL, 1) = 17/2, 
其 中 1° 是 角 动 量 平 方 . 直接 计算 可 以 证 明 Co 与 生成 元 Lo Li 


是 对 易 的 . 
伴随 表示 为 3 x 3 的 矩阵 ， 即 


(1.40) 


0 0 -i 
ad(L+1) = C 0 0 | А (1.41) 
0 0 0 
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再 看 李 代 数 C2 = sp(4, C) 的 例子 ， 它 的 秩 为 2, 图 1.2 给 出 
ἘΝ Dynkin E]. 设 Ei; 是 第 i 行 


图 1.2 C, 的 Dynkin 图 ЖЕ, 则 可 将 C2 的 Cartan-Weyl Ж 
用 下 面 和 矩阵 表示 出 来 , 
Hı = E; 1 — E33, Н» = E35 — Е, а, 


Ec ~ez = -Еуз + Ед 3; bes -es = —Ёз 1 + Esa, 
Е. +e = Ei 4 + Fos, Ee-es = E41 + E32, (1.42) 


Esc, = УЕ s, Ез. = V2E31, 
Eze, = V2E 4, Ε ο, = МЕ, 2. 
它们 有 以 下 非 零 对 易 关 系 ， 
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[Hi, Br(e, -62)] = ЖЕ, ез), 
[H2, Ез -ea)] = ЖЕ, ез), 
[Hi, Er(e, кез) = +Ex(e,+02)s 
[H5, Ее) = ЖЕ е, е), 
[Hi, Ez] = +2E+426,, 

(Ha, Er2e,] = Ἔλθιου,, 

[Be, -e2 Есе ез) = Hi — Н», 
[Ee es; EB_(e +ez)] = Hı + Н», 
[E2e, , E-261] = 2Η1, 

[Eze; Ее, = 2H3, 
[Ec, ο. Ee 4e,] = ~V2E 26, , 
με ει E-(e1+e2)] = V2E 25, 
με, εν, E_2¢,] = V2E. (e, tea)» 
[Ee, _e,, Ezez] = ~V2 Ee, фе, 
[Е (ο) ο), Be, κει] = —V2E 269, 


[Ё_(е,-е»)› É- (e) +62)! = V2E_26,, 
[E- («езу E26] = 7 V2Ee tez (1.43) 
[E (e, - ei) E202] = V2E- (e ea): 
[Ee es, Ез.) = -М2Е {e1 ез), 
[Ee tez E_2es] = УЕ, 6,, 
[E (e, 463) Ε2οι] = V2E,, ез 
[Ε (e кез), Ε2εε] = УХЕ (e сез): 
取 基 的 顺序 为 (Hi, H2, Ee, e, E (e ey Бе ren Ë (ey +22)? 


Esa, E25, Eze, E ao) 由 式 (1.44) 的 结构 常数 可 以 直接 计算 出 
Co 的 Killing 型 为 


1000000000 
0100000000 
0001000000 
0010000000 
(фк) = 12 0000010000 (1.44) 
0000100000 
0000000100 
0000001000 
0000000001 
0000000010 


An REA BABI, A 1.1 知 其 值 为 1/V12, BI 
Ht Cartan-Weyl 标准 基 ， 则 Killing BAR (1.44) PHM, RAB 
F 12. | 
C2 的 Casimir 算 子 为 
Cy = (Н+ HaHa + Ee, e E ea + Едесе) Васа 
+ Ecce; E (ey +e) + E (e ces Ёеу+е» + Ese, Е. 
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TE, Ere, + Eze, E265 + E _26, Еге). (1.45) 


13 实 单 李 代数 


由 于 复数 域 是 封闭 数 域 ， 所 以 节 L2 对 半 单 李 代数 和 单 李 代 
数 的 分 类 是 在 复数 域 上 进行 的 .而 李 群 的 局 域 性 质 由 实 李 代数 决 
定 ， 所 以 实 李 代数 对 研究 李 群 很 重要 .以 下 作 一 简单 介绍 ， 

Ир 是 实数 域 上 李 代 数 ， 即 为 实 李 代数 . 对 2,y,z',y € g, 
ab < R i= /-1, 定义 它 的 复 扩充 g^ 的 元 素 为 riy, o^ WAR, 
加 法 和 李 积 满足 下 面 规定 : 


(1) (a + ib)(z + iy) = (az — by) + i(bz + ay), 
(2) (z iy) + (2 +iy’) = (z  z') Fi(y + у), (1.46) 
(3) [ία + iy), (z' + iy’) = (m 25 — [ιν Τ) + Πα, v] + fy, αἼ), 


则 g^ 是 复数 域 上 李 代 数 . RA o 的 复 扩 充 . 

A (zy, z2, ,Zi) 是 实 李 代数 9 的 一 组 基 ， 其 结构 常数 ct, 为 
实数 ， 则 (zl, z2,… ,zr) 也 是 其 复 扩充 gc 的 一 组 基 ， o^ 的 结构 常 
数 也 是 οἱ. 所 以 如 果 复 李 代 数 g^ 是 某 一 实 李 代数 的 复 扩充 ， 总 可 
以 选择 适当 的 基 ， 使 其 结构 常数 为 实 . 

Kg 是 复 李 代数 , шо C g^, g^ 是 实 李 代数 , Ho 的 复 扩充 
Ж g^, 则 称 g^ 是 g^ 的 一 个 实 形 ， 对 实 李 代数 ， 总 可 以 按 上 规定 ， 
唯一 定义 其 复 扩充 . 而 对 复 李 代数 ， 却 并 不 一 定 存 在 实 形 . 即使 存 
在 实 形 ， 也 不 一 定 是 唯一 的 . 

W 0° 是 实 李 代数 g 的 复 扩 充 ， ο 是 复 李 代数 g^ HLH, 
(,),(,)% AC, Y BHA g, g^ Al g^ 的 Killing X, WA 


(x,y) = (т, у)°, z, € g, 


(1.47) 
(z,y)" = 2Re((z, у)°), z,y € g". 
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实 李 代数 8 半 单 的 充分 必要 条 件 是 其 复 扩 充 а EM. 下面 可 
以 看 到 , 此 条 件 不 能 用 于 单 李 代数 和 其 复 扩充 . 复 单 李 代数 的 实 形 
是 实 单 李 代 数 , 而 实 单 李 代数 的 复 扩 充 却 不 一 定 是 单 的 , 如实 单 李 
代数 so(3,1) 的 复 扩充 为 o(4, C) = Da = Ау Αι, 就 是 半 单 而 不 是 
单 的 . LER g 半 单 的 充分 必要 条 件 是 其 Killing 型 不 退化 . 一 
个 实 半 单 李 代 数 可 以 唯一 分 解 成 有 限 个 非 交 换 实 单 理想 的 直 和 . 

j Dg = [0,0], 则 实 李 代数 可 解 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 所 有 
z € Dg, K Killing 型 满足 (z,z)= 0. 

Wt g^ 是 实 李 代数 g 的 复 扩 充 , 则 ge 的 元 素 可 以 唯一 表 为 z 十 这 ， 
т,ує g. 可 在 g^ 中 引进 映射 


c(r-iy)-z-iy, (1.483) 
对 z,z € g°, c € C 满足 


(1) o2=1, 

(2) o(z + 2) = σ(α) -εσ(2), (1.480) 

(3) alez) = c'a(z), 

(4) all, 21) = [σ(α), σ(α')]. 
0 将 g° 一 一 映 入 д. 但 它 是 反 线 性 的 ， 所 以 不 是 自 同 构 映 射 ， 称 
为 对 合 映射 , 或 简称 为 对 合 . 而 对 实 李 代数 ， 由 于 是 实数 域 上 的 李 
代数 ， 所 以 存在 对 合 自 同 构 映射 . 

Ke 是 复 李 代数 ， 车 o 是 g* 的 一 个 对 合 ， 则 在 对 合 映 射 下 

不 动 点 的 全 体 ， 构 成 g 的 一 个 实 形 ， 


в” = (z € g°lo(z) = 2}. (1.49) 


反之 , Ho 是 复 李 代数 gf 的 一 个 实 形 ， 则 g" 必 为 g* 的 某 个 对 合 
c 不 动 点 的 全 体 ， 满 足 式 (1.49). 
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实 单 李 代数 是 半 单 的 , 所 以 其 复 扩 充 是 半 单 的 . 因此 实 单 李 代 
数 的 复 扩充 有 两 种 可 能 ， 一 种 是 复 单 李 代数 ， 一 种 是 复 半 单 李 代 
数 . 这 分 别 对 应 找 实 单 李 代 数 的 下 面 两 种 途径 : 

(1) 复 单 李 代 数 的 互 不 同 构 实 形 . 

(2) 由 复 单 李 代 数 构 成 ， 即 其 复 扩充 为 复 半 单 李 代数 . 
后 面 将 讨论 找 复 单 李 代 数 的 互 不 同 构 实 形 问题 . 

现 先 讨论 由 复 单 李 代 数 构 成 实 单 李 代 数 . 这 时 实 单 李 代 数 g 的 
复 扩充 g^ 是 半 单 的 . W gi Bo 的 一 个 非 零 单 理想 ，o 是 g^ 的 一 
个 对 合 ， 且 g= (€ σἼσ(α) = z}, MJ og 也 是 9° 的 一 个 非 零 单 理 
ХЕ, но 半 单 ， 知 og1 也 是 g^ 的 一 个 直 和 因子 ， 有 [gog] = 0. 
对 x eo ,考虑 从 g 到 g 的 上 映射 z — z+ c(z). 因为 对 х,у Ει, 
a € R # 


z+ ә (2+ σ(α)) + (у + σ(ῳ)) = (z + y) + σ(α + y), 
az — a(z + σ(α)) = az + o(az), (1.50a) 
[x,y] — [α, v] + o ([z.u]) = [z + о(т),у + oly). 


这 是 从 өз 到 g KX НЕШ]. 说 明 gc βὲ αι 和 σαι 外 ， 不 含 其 
他 理想 ， 否 则 9 不 是 单 的 ， 于 是 从 复 单 李 代数 g1, 按 式 (1.50a) 和 


8° = 91 Bog, (1.50b) 


可 以 得 到 g^ 及 其 实 形 ө, п 是 实 单 李 代 数 . 

为 了 找 复 单 李 代数 的 不 同 实 形 ， 先 讨论 紧 致 半 单 李 代 数 . 

如 实 李 代数 g 的 Killing 型 是 负 定 的 ， 则 称 g 是 紧 致 半 单 的 . 
由 紧 致 半 单 李 代 数 所 决定 的 单 连通 李 群 是 紧 致 半 单 李 群 . 

任意 复 半 单 李 代数 有 且 只 有 一 个 紧 致 实 形 .也 就 是 说 复 半 单 
李 代数 的 任意 两 个 紧 致 实 形 同 构 . 

设 8 是 复 半 单 李 代 数 ， 其 Cartan-weyl 标准 基 为 (Hi, 82,…， 
Εαν BE 小 即 在 此 基 下 Killing WAR (1.15) 形式 . 对 基 作 线性 
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变换 
Н; = iH;, 
U, = (E, + E. 4), (1.512) 
Va = Ea Eo. 


在 基 {H,---,H,,Ua; TV +, Killing 型 的 非 零 元 素 有 
(Hj, Hy) = -6; у, 
(Ua,Ua) = -2, (1.515) 
(Va, Va) = -2 


其 中 α 取 9 的 所 有 正 根 .因此 以 {F HUS Va,…} HE, 
在 实数 域 上 李 代数 gu 是 g 的 紧 致 实 形 ， 


νο + У? (ba + ca V, εκ]. 
aed, 
用 其 他 方法 得 到 g 的 紧 致 实 形 ， 均 与 gu 同 构 . 
H RAPRA Bı = o(3,C) = Αι = Οι. KC Cartan-Wyel 标 
准 基 ， 即 使 根 归 一 化 为 上 a = + 


1 
H = — (E, 1 — E22), 
Va! 11 ~ E23) 


1 
Ex = — (E1 3 — E32), 1.52 
Ja! 13 32) (1.52a) 


满足 对 易 关 系 1 
[H, Ενα] = + 
1 


v2 


Exe, 


(1.52b) 


[En E-a] = — H. 
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此 时 Killing 型 为 


1 0 0 
(2543)2|] 0 0 1 |. (1.52c) 
010 
FEH _ 
Ё = iB, 
Ua = ЦЕ, + E-a), (1.53a) 
Va = Ea — E-a 
满足 对 易 关 系 | 
[Н, Ua] = ae 
= 1 
= 一 (1.53b) 
[H, Μα] 750% 
[Ua, Va] = -М?Ң. 
相应 的 Killing 型 为 负 定 的 
-1 0 0 
(93 к) = 0-2 ο |. (1.585) 
0 ο -2 


所 以 以 Ë, Ua, V, 为 基 , 在 实数 域 上 的 实 李 代 数 是 o(3, C) 的 紧 致 实 
JÉ o(3, R) = so(3). 这 时 基 PU, Va 是 反 厄 米 算 符 ， 到 李 群 SO(3) 
的 指数 映射 为 exp(a Π + bU, + сУ,), 其 中 a,b,c € R. 在 物理 中 ， 习 
惯用 厄 米 算 符 J1,J2, Ja ABE, WM so(3) 常 取 基 为 


Ja = iVa, (1.54a) 
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满足 对 易 关 系 


[Ji, J2] = ids, 
[Jz Js] = ih, (1.54b) 
[Jay Ji] = ida. 


这 时 到 李 群 SO(3) 的 指数 映射 为 exp(ia1J1 十 iazJ2 + iagJ3), 其 中 
a1, az, as € R. 所 以 从 式 (1.55b) 以 J, Jo, J3 为 基 ， 算 出 的 Killing 
型 是 正定 的 ， 相 当 于 以 iJ1,iJ2,iJ3 为 基 ， 得 到 的 Killing HERE 
的 . 
Kg. 是 复 单 李 代数 g 的 紧 致 实 形 ，o 是 g 的 一 个 对 合 自 同 
KJ, E 是 恒 等 变 换 ， 则 通过 线性 变换 
Р = үс = 


1-i 14i 
2 “+ 


E, (1.55) 


可 以 实现 g 的 一 个 实 形 . 通过 这 种 方法 可 以 实现 g 的 所 有 实 形 . 
设 4 是 9g 的 自 司 构 映射 ，R 是 gs 的 实 线性 变换 ， 若 两 个 线性 变 
RP, P, 满足 条 件 

Р, = АРК, (1.56) 


则 P, 和 Po 实现 的 实 形 同 构 . 

所 以 要 找 复 单 李 代数 g 的 所 有 互 不 同 构 的 实 形 ， 应 先 求 出 其 
紧 致 实 形 gu. 再 找 出 g. 的 所 有 不 等 价 对 合 自 同 构 o. Ж αι 的 基 使 
c AX AAG, HT gu 的 Killing 型 是 负 定 的 ， 所 以 o DAKE 
算 符 ， c 的 本 征 值 只 能 是 +1. 定义 投影 算 符 PT P 各 对 应 σ 本 
1Ε{8 11, -1, BI 


pt = u +o), 
1 (1.574) 
Р- = 501 — о). 
H (1.55) 知 通 过 о, 可 以 实现 g 的 一 个 实 形 
go = P*g, @iP”Jg,. (1.57b) 


29 


ШЖ] σ 本 征 值 为 —1 HER i, 其 余 的 基 不 变 ， 在 实数 域 上 构成 实 
单 李 代数 go. 

如 复 单 李 代数 o(3, С) 的 紧 致 实 形 so(3). 把 基 取 成 v1 = νσῇ, 
22 = Ua, zs = να, МЕЈ [н] 4] у Ж Ж ЖА] Ж Ёз, 


[21,22] = 23, 
[22,23] = T], (1.58) 
[σα,σι] = z2. 


则 so(3) 在 对 角 基 中 ， 映 射 取 本 征 值 +1 可 能 有 


| 
о н Oo 
| 
- о о 
= o 0 — 


—1 0 

оз = 1 , (1.59a) 
1 O 0 1 0 0 

σε = 0 1 0 › 06 = 0 -1 0 ; 
0 0 —1 0 0 -1 


其 中 05,06 不 是 对 合 自 同 构 映 射 ， 应 该 去 挤 ， σι 是 恒 等 映射 ， 不 
给 出 非 紧 实 形 ， 只 有 02,03,04 是 非 恒 等 对 合 自 同 构 映射 . 


1 0 1 0 0 
/o2=| 0 ο, Yos=] 01 0 I, 
0 0 0 0 i 
(1.59b) 
0 0 
v=|0 i O 
0 0 1 
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H.o(3,C) 有 自 同 构 映射 As = Vlo2)(V53)? 和 Аа = уо) (уол), 
分 别 使 As /03 = V52 和 44V54 = 4/02. 因此 用 oo, γσα 和 yoa 
实现 的 实 形 是 等 价 的 . 所 以 o(3, C) 只 有 一 个 非 紧 实 形 00,1). € 
是 实数 域 上 ， 取 生成 元 为 ул = αι, уз = izz, ys = va 的 实 单 李 代 
数 ， 满 足 对 易 关 系 


[i Y2] = 83, 
luz, y3] = 01, (1.59c) 
[ys, yı] = y2. 


设 E, A pxpHBDBER, id 
| (-E 0 
ъа [ 0 E ) 
0 E, 
In = [ PE ) (1.60) 
WE EE: 
Kpa = [ 0 Ino } 
在 经 典 李 代数 的 实 形 定义 中 将 用 到 矩阵 Tg, Jn, Ky a, 下 面 分 别 给 
出 各 经 典 李 代数 的 实 形 . 
А„—1 = sl(n,C) 
其 紧 致 实 形 为 su(n), 
su(n) = {x € sl(n, C)|a! = —z, tr(z) = 0). (1.61a) 


非 紧 实 形 有 : 
(1) si(n, R), 实数 域 上 的 si(n, C); 
(2) su(p,q), 


su(p,q) = {т € gl(n, C)|z = —I, 4x1, 4, α(α) = ΟΥ, (1.61b) 
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Жфр+д=п, р> q. W 21,22 和 23 DHA p x p.p x q fll q x q 
复 矩 阵 ， 则 sulpaq) 的 元 素 具 有 形式 


Z 2; 
Zo! Z, J’ 
Ва Zt = -Z,, 7з! = —Zs M tr(Z,) + tr(Zs) = 0; 
(3) su* (2n), 


su' (2n) = (z € gl(n, C)|zJ, = πα”, tr(z) = 0}, (1.61c) 


设 21, Z: Anxn BERE, M su*(2n) 的 元 素 具 有 形式 


Z Z 
-Z; gj’ 


AWE tr(Z, + Zt) = 0. 
B, = o(2n + 1, C) 


其 紧 致 实 形 为 so(2n + 1), 
so(2n + 1) = o(2n + 1, R) = (x € gl(2n + 1, Β)|α' = —z,), (1.62a) 


即 其 元 素 为 (2n 十 1) x (2n + 1) LRM RA. 
非 紧 实 形 为 so(p,q), 


so(p,q) = {= € gl(2n 1-1, R)|z = —b qz I, (х) = 0]. (1.625) 


He pt+q=2n+1lp>q. Ж Xi, X, Ж Xs DHA p x p.p x q 和 
q x q HM, W so(p,q) 的 元 素 具有 形式 


X, X, 
Xi X; J’ 
HWE Xt =—X,, Xi = -Хз. 
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Cn = sp(2n, C) 


HARARE A sp(2n), 
sp(2n) = usp(2n) = sp(2n, C) N su(2n) 
= {x € gl(2n, C)|zJ, + J4z* = 0, αἱ = —z). 
(1.63a) 


W 21,22 Anxn B EBE, M sp(2n) 的 元 素 具 有 形式 


Ζι 23 
-Zt _ Zt ; 


HWE 2 = --δι, Z) = Z2. 

非 紧 实 形 有 : 

(1) sp(2n, R), 实数 域 上 的 sp(2n, C) . WE X1, Xo, Xs A m x n 
实 矩 阵 ， 其 元 素 具有 形式 


HWE X; = X2, X} = Хз, 
(2) зр(2р, 2q), 


sp(2p, 29) 
= {z € gl(2n,C)|zJn + Jua! = 0, z = —K, 4x! K,, 4), 

(1.63b) 
EP р+а=т,р > q. W 211,213 Ж 222, Za SHH p x p 3 q x q 
ВЖ, 212,214 为 px9qg 复 矩阵 ， 则 sp(2p,2q) 的 元 素 具 有 形式 

Zu Zi» Zia Zu 

7}, Z22 Zi Жол 

-Z ZH Zh -Zk 

Z4 -Zh -Zh Zh 
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Awe 21 = —Zu, 21, = —Zəə 和 Zt, Zi Zb, Za. 
D, = o(2n, C) 
其 紧 致 实 形 为 so(2n)， 
so(2n) = o(2n, R) = (z € gl(2n, R)izt = —2}, (1.64a) 


即 其 元 素 为 2n x 2n 实 反对 称 矩 阵 . 
非 紧 实 形 为 
(1) so(p,q), 


so(p,q) = {x € gl(2n, Β)|α = --ἷναα Ίνα, (а) = 0}, (1.640) 


其 中 p 十 4 = 2n, p > q, i Xi, Χο Ж Xs DHA px p,p x q fl q x q 
KERE, ШШ so(p,q) 的 元 素 具 有 形式 


Ху Xo 
Xt X, 人 
АЖЕ Xi = 一 X1, Xs = —Xz; 
(2) so* (2n), 


so* (2n) = (x € ѕи*(2п)|= = —ztJ, (1.64c) 


设 21,25 пхп BHM, Ml] so*(2n) 的 元 素 具有 形式 


Zi Z; 
-Z; 2] 
AWE Zt = 一, Zl = 7. 


例外 李 代 数 Go, Fy, Eo, Ет, Ез 各 有 一 紧 致 实 形 , 分 别 记 为 Gous 
Fyy, Eeu, Etus Pay. 它们 的 非 紧 实 形 如 下 : 
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X 1.2 复 经 典 李 代 数 实 形 的 同 构 关 系 


复 李 代数 同 构 | 实 形 同 构 关 系 
Aic Bi = Οι | su(2) = so(3) = sp(2) 


Вә ~ С» 


Р» Αι Ф Αι 


As = Da 


sl(2, R) ~ su(1,1) ~ so(2,1)  sp(2, R) 
so(5) ~ sp(4) 

so(3, 2) ~ sp(4, R) 

so(4, 1) = sp(2,2) 

so(4) = so(3) @ so(3) 
so(2,2) = οἰ(2, В) Ф sl(2, R) 
οἰ(2, C) ~ so(3,1) 

so' (4) ~ sl(2, R) Ө su(2) 
su(4) = so(6) 

sl(4, R) = so(3,3) 

su(2, 2) = so(4,2) 

su(3, 1) ~ so* (6) 

su’ (4) = so(5, 1) 


] 


(1) G2 有 一 个 非 紧 实 形 go. 满足 


go N Go, ~ su(2) Ф su(2). 


(2) Fa 有 两 个 非 紧 实 形 gi 和 go. 满足 


gi N Fau = sp(6) Φ su(2), 
g2 П Fau = so(9, R). 


(3) Es 有 四 个 非 紧 实 形 gi, 92, 93 和 ga. 满足 


gi N Esu ~ sp(8), 

82 N Esu 5 su(6), 

gs N Esu = so(10, R) @ В, 
949 Esu ~ Еды. 
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(4) Ez 有 三 个 非 紧 实 形 gi, go 和 ga. 满足 


gi N Eru ~ su(8), 
g2 N Ez, = so(12, R) @ su(2), 
ga N Er, = Ee, OR. 


(5) Es 有 两 个 非 紧 实 形 91 和 go. 满足 


gi N Eg, = so(16, R), 
g2 N Egu = ἔτι Ө su(2). 


实 经 典 李 代 数 间 同 构 关系 除 so* (8) = so(6,2) 外 ， 其 他 均 来 自 
复 经 奥 李 代数 间 同 构 关系 ， 见 表 12. 


1.4” 李 代数 的 表示 


在 本 节 中 首先 给 出 李 代 数 表示 的 定义 及 基本 性 质 ， 接 着 讨论 
半 单 李 代数 有 限 维 不 可 约 表 示 的 基本 性 质 ， 最 后 讨论 求 表示 的 张 
量 基 方法 ， 并 简 述 so(3) 的 不 可 约 表示 和 约 化 系数 求法 . 


1.4.1 “表示 定义 及 基本 性 质 


设 L(V) 是 线性 空间 V 上 的 线性 变换 构成 的 李 代数 ， 即 是 一 般 
线性 代数 gi(V) 的 子 代数 ， UV) C gl(V) . 车 存 在 由 李 代 数 g 到 
(V) 上 的 同 态 映射 p, BD o 保持 李 代 数 的 运算 规律 不 变 , 对 z,y eg 
cc EC 有 

(1) p(ez + ον) = ep(z) + с'р(у), 
(2) e([z.y]) = [ρ(α), р(у)], 
则 称 o 为 李 代 数 g 的 一 个 (线性 ) 表示 . VO 称 为 表示 空间 ，V 的 
п, 称 为 表示 p 的 维 数 . 
ЖЕ g 到 (V) 的 映射 p 是 同 构 映射 ， 则 称 o 是 忠实 表示 . 


(1.65) 
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如 前 面 讨论 过 的 伴随 表示 , 即 是 以 李 代 数 g 本 身 为 表示 空间 ， 
按 式 (1.6) 定义 p 为 内 导 子 运算 ad, 所 得 到 的 一 个 表示 ， 而 且 是 忠 
实 表示 . 

Ko. 和 pa 为 李 代数 g 的 表示 ， 表 示 空 间 均 为 V SAVE 
IEA RH Р, 对 任意 z € g, 满足 Poi(z)P^! = pz(z), 则 称 表示 
pi 和 po 等 价 . 

Wo 是 李 代 数 g 的 表示 ， 相 应 的 表示 空间 为 V, r V 存在 g 
不 变 的 子 空间 W C V, 即 对 任意 x € g, 有 p(z)W C W, 则 称 表示 p 
是 可 约 表示 . 34 p 是 可 约 表示 时 ， 如 不 变 子 空间 W 的 补 空间 W' 
也 是 9 的 不 变 子 空间 ， 则 称 o 是 完全 可 约 表 示 . Ην = МФИ”, 
Ж pw 和 ρω. DIE g EWW EWER, WHER vu Є W, 
v, € W!, z € g, A 


ρ(α)(υω + u) = ρω(χ)υω + ри (к), 


即 完全 可 约 表示 р 可 以 约 化 为 表示 ρω 和 pw HHA. 24 W' 不 是 
不 变 子 空间 时 ， 则 称 p 是 可 约 而 不 完全 可 约 表示 ， 3 V 中 不 存在 
g 的 任何 不 变 子 空间 时 ， 则 称 p 是 不 可 约 表示 . 

Bg ARM, 对 任意 z,y € g, cc € C, EXER E |, WE: 


(1) (01) ==, 
(2) (ez + αφ)! = ο"αἲ +e yi, (1.66) 
(3) (zy)! = yz. 


一 般 讲 9 FAR ETE PUR, ТЕКИ НКК 
КЖ. Шот! = z, WATCH z BKM. 138815 ΕΕΚ ΡΕ 
算 . 

在 内 积 空间 V. Е, 对 V 中 任意 态 矢 | ) 和 V* 任意 酉 矢 (|, 线 
性 变换 z ЮЕ И ELA 


(zty) = (62%). (1.67) 
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此 定义 与 式 (1.66) 是 一 致 的 ， 且 满足 
(Φ|α|ψ)' = (let |). 

E р 是 对 称 李 代数 g 在 内 积 空间 V 的 表示 ， 若 对 任意 z e p, 

有 
p(zt) = p(z)!, (1.68) 
WK p 为 g BJ ЕЖ. 

对 称 李 代数 在 内 积 空间 的 厄 米 表示 可 约 则 完全 可 约 . MER 
数 到 相应 的 单 连通 李 群 指数 映射 含 i 时 , 李 代数 的 厄 米 表示 对 应 李 
群 的 西 表示 . 当 李 代数 到 相应 的 单 连通 李 群 指数 映射 不 含 i 时 ， 李 
代数 的 反 厄 米 表示 plzf) = —р(т)! 对 应 李 群 的 西 表示 .它们 都 具 
有 完全 可 约 性 . 

Schur 引 理 : Rp EFRA g 在 空间 VV 上 的 一 个 不 可 约 表 示 ， 
则 与 全 部 p(g) 可 交换 的 У 上 线性 变换 

C(p) = {x € gl(V)|[z, о(а)] = 0) 
必 为 常数 变换 ， 即 C(p) = сЕу ,c WHR, Ἐν AV 上 人 恒 等 变换 . 
1.42 ” 半 单 李 代 数 的 表示 


已 知 半 单 李 代 数 g ΠΕ Cartan 分 解 ， 记 N4 = Φα»οθ”, N- = 
Θα«οβ”, 其 Cartan 分 解 可 写成 


9g-boN.oN.. 


b Æ g Ё Cartan РК, М 和 N_ 分 别 是 g ΗΤΤΑ. 设 
g 在 空间 V 上 的 表示 为 p。 入 是 日 的 线性 泛 函 ， 取 


Vy = (v € V|p(H)v = МН)», H € b), (1.69) 


Vi ЖУ 的 一 个 子 空 间 . 34 Va A (0) 时, 称 和 为 表示 p 的 一 个 权 ， 
Vy 中 非 零 向 量 v 称 为 相应 于 权 À 的 权 向 量 ， V, 的 维 数 称 为 权 入 
的 重 数 ， 当 V 为 一 维 时 ， 称 和 为 单 权 . 
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取 日 的 基 为 (Hi, Πο, τν He} 可 以 用 b BEER ЖЕН p* 中 向 量 
(Аз, λον. ` А.) 来 表示 权 À И 其 中 


Ai = A(Hi), E 1.2... 1, (1.70a) 


相应 于 权 A АЕ v 是 Hi, Ho, H, 的 共同 本 征 矢 ， 本 征 值 
为 权 的 各 个 分 量 ， 即 


p(Hi)v = Mv, ἱ-1,2,-:.,τ. (1.70b) 


Kp 是 半 单 李 代 数 g 在 表示 空间 的 一 个 不 可 约 表示 ，0 是 
g 的 Cartan Ў, M = {Qi,Q2,…,Qr} 是 g 的 素 根 系 ， 则 有 以 
下 定理 : 

(1) V 可 分 解 成 具有 一 定 权 入 的 子 空间 V, ἘΠ. 设 D 是 不 可 
约 表示 p 权 的 全 体 ， 有 


V= ΦΡΥΑ, 


BO V, 是 权 入 的 权 子 空间 . 

(2) RAR p RR, a E g 的 根 、 则 2( 和 .a)/(a:a) 是 整数 ， 
Н A-2a(r-a)/(a-a) 也 是 p FR, 355 λ 有 相同 的 重 数 . 

(3) We hais Cai E-a: і = 12 7 Æ g 的 Chevalley 基 生 成 
元 ， 划 存在 唯一 的 单 权 ΛΑ, 满足 


ёол = 0, (=1,2,:.. r. (1.71) 


ARA g 在 表示 p 的 最 高 权 . 

半 单 李 代数 的 最 高 权 定 理 : 设 p 是 半 单 李 代 数 g EV 上 的 有 
限 维 不 可 约 表示 ， 则 

(1) 有 唯一 的 最 高 权 A. 并 且 最 高 权 是 单 的 ， 即 νι 是 一 维 的 ; 

(2) 两 个 不 可 约 表 示 pl 和 pa 等 价 的 充分 必要 条 件 是 其 最 高 权 
A, 和 A2 Ж; 
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(3) 在 Chevalley Ж F, 用 M = Λα, = 2(Λ-αι)/{αι: αι) 标记 最 
高 权 , 则 (1,32, A-) 是 最 高 权 的 充分 必要 条 件 是 X € Лү, ¿= 
1,2,:..,т, 即 A; HARA BR. 

由 于 最 高 权 定 理 给 出 半 单 李 代数 不 可 约 表示 和 最 高 权 有 一 一 
对 应 关系 ,所 以 常用 最 高 权 来 标记 不 可 约 表示 , 当然 最 高 权 的 具体 
数值 与 半 单 李 代数 基 的 选择 和 素 根系 的 取 法 有 关 , 在 Chevalley 基 
下 ， 可 将 最 高 权 的 各 个 分 量 标 在 Dynkin 图 相应 的 素 根 上 ， 代 表 该 
不 可 约 表示 . 

半 单 李 代 数 的 任 一 表示 是 完全 可 约 的 . 这 是 Weyl 的 著名 定 
理 ， 它 在 求 半 单 李 代数 的 表示 中 将 起 重要 作用 . 

W p 是 半 单 李 代数 8 在 了 上 的 有 限 维 不 可 约 表示 ，4 是 最 高 
B, 5= 55 α-οα E p 的 正 根 和 之 半 ， 则 表示 o 的 维 数 为 


(1.72) 


半 单 李 代 数 g 的 Killing 型 不 退化 ， 即 аео: ;| Z 0, it (g; |) 
HEREN (g' 7). 对 g 的 表示 p 可 以 定义 Casimir 算 子 为 


С» = δ ο 4 (ai) p(z;). (1.732) 


tj 


Casimir FF C; 可 以 和 表示 p 中 的 所 有 ο 的 元 素 对 易 . 当 半 单 李 
代数 是 由 代数 诱导 而 来 时 ， 可 以 直接 定义 Casimir 算 子 为 


C5 = Y za; (1.73b) 
ij 
Casimir AF C2 可 以 和 所 有 g 的 元 素 对 易 ， 是 g 的 不 变量 . 


1.4.3 ”经 典 李 代数 的 不 可 约 表示 


先 看 李 代 数 A, = sl(n+1,C), 设 在 Chevalley 基 下 ， 用 不 可 
约 表示 的 最 高 权 (A1, 和 2,…, An) 标记 表示 ， 见 图 1.3. 
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à λο ^з An-1 An 
O -O O te O O 


CT a2 G3 21-1 On 


图 13 An 的 不 可 约 表示 


H n + 1 PR m, > ma 22 may > 0, 组 成 划分 Dui = 
[mi, mz, Mn+]. 图 1.4 给 出 它 对 应 的 杨 图 . sl(n + 1, C) 的 表 


示 也 常用 划分 Г 来 标记 . 


[^ 
mi ж 


图 1.4 Da 对 应 的 杨 图 
同一 个 不 可 约 表示 的 两 种 标记 间 满 足 关系 ， 


№ = m -m»o, 


Ag = πιο — ma, 


An = Mn — maga. 


可 用 下 面 两 个 公式 计算 4。 不 可 约 表示 (和 1, А, 


数 ， 


Мм +A; e 4 Api 
d(An) = [T c ie LINH) 
ji 


(1.74) 


А.) 的 维 


(1.75а) 
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HP j =0,1,---,n—-1,%=1,2,---,n~- J. 


М + Nrit +5 
44) = J] (1+ LAS i), (1.75b) 


ji 


Rmhj-L2, ,ni-12,,j 

注意 上 面 两 个 公式 是 Chevallley 基 下 的 维 数 . 在 用 其 他 基 标 记 
表示 时 ， 必 须 将 基 变 换 成 Chevalley 基 之 后 才能 用 上 公式 . 同样 以 
下 给 出 的 维 数 公 式 也 是 Chevalley 基 下 的 维 数 . 

对 李 代 数 Bn, 设 在 Chevalley 基 下 ， 用 最 高 权 (A, 22,7, An) 
标记 不 可 约 表示 ， 见 图 1.5. 


AL A2 A3 An-1 An 
O——0——0- O 
αι ag аз απ- 1 On 


1.5 Βα 的 不 可 约 表示 


EH Cartan 子 代数 的 Cartan-Weyl 基 为 (Hi, Ho,- e, Ημ), 也 
可 用 此 基 下 的 最 高 权 (Λι, Λ2,:-:, An) 来 标记 该 不 可 约 表示 . 不同 
标记 间 有 关系 : 


Λι = (2. + 2AQ + 2А, 1 + А„)/2, 
Ag — (233223 +--+ 2An-1 +An)/2, 

: (1.76) 
Дал = (2А + An)/2, 
An = A2, 


Gelfand 就 是 用 (ΛιΙ,Λ2,:':, An) 来 标记 o(2n + 1) 的 不 可 约 表示 
的 . 由 于 X 是 非 负 整 数 ， 所 以 A > 42 >…> An > 0. 并且 当 An 
为 偶数 时 ， 所 有 Λι 为 整数 ， 称 为 张 量 表示 ， 当 和 为 奇数 时 ， 所 
有 A, 为 半 整 数 ， 称 为 旋 量 表示 . 
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B, 不 可 约 表示 (Al,A2，……， 和 An] 的 维 数 为 


Aic А + 2A +: +2À + А, 
2n 十 1 一 4 一 了 ; 


d(B,) = а(А„)][ (1+ 
"n (1.77) 
RP j= 1,2,---,n-1,7 = 1,2,---,7, dAn) 是 4 不 可 约 表示 
(31,532,777, An) 的 维 数 ， 
对 李 代 数 Cr, KLE Chevalley 基 下 ， 用 最 高 权 (А, А, 77,4) 
标记 不 可 约 表示 ， 见 图 1.6. 


А 入 2 Аз An-l А 
0 一 一 一 一 一 一 一 0 和 一 O 
αι [9 4] =з απ 1 απ 


1.6 Cn 的 不 可 约 表示 


HH Cartan 子 代数 的 Cartan-Weyl Жу (H1, H2, e, Hn}, th 
可 用 此 基 下 的 最 高 权 (41, 42,…, An) 来 标记 该 不 可 约 表示 . 不 同 
标记 间 有 关系 : 
=A 
A2 = А+А +: ФА, 
: (1.78) 
An-1 = А-1 Έλι, 
An =Ал, 


由 于 A; 是 非 负 整数 ， 所 以 Λι > A > … > Л„ > 0. FF AMA 
A; 为 整数 . 
Cn 不 可 约 表 示 (Ау, M2 An) 的 维 数 为 


et Ада tees 2A oc 2A 
(σι) = ( »II( " LISSE ). 


(1.79) 
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HP j = 2,3,---,n, 7 = 1,2,---,7 – 1, d(An) 是 An 不 可 约 表示 
(А1, 22, :-:, Ал) 的 维 数 ， 
最 后 讨论 李 代 数 Р, 设 在 Chevalley BF, (λι,λ9,-'', An) 是 
标记 不 可 约 表示 的 最 高 权 ， 见 图 1.7. 
Ал-ї 


А 入 2 Aa Àn-2 An-1 
αι a2 оз Ona An 
LT Dn 的 不 可 约 表 示 


车 其 Cartan 子 代 数 的 Cartan-Weyl ΒΞ (Hi, Ho,---,H,}, 也 
可 用 此 基 下 的 最 高 权 (Al, 4>,……,4n) 来 标记 该 不 可 约 表示 ， 不同 
标记 间 有 关系 : 


Δι = (0А +23 + 2n- + Ana +An)/2, 
42 = (232 + 2λ9 + +--+ 2An—2 + А-1 + А„)/2, 
: (1.80) 
Λπιι = (An—1 89/2, 
Ал = (~-An-1 + À4)/2, 


Gelfand 就 是 用 (Λι, A2,---, An) 来 标记 o(2n) 的 不 可 约 表示 的 . 由 
于 № 是 非 负 整数 ， 所 以 A, > A > … > Aa > |4n| > 0. 并 且 当 
An-ic Às 为 偶数 时 , 所 有 A; 为 整数 , 称 为 张 量 表 示 , 4 An-1 tAn 
为 奇数 时 ， 所 有 A, 为 半 整 数 ， 称 为 旋 量 表示 . 

D 不 可 约 表示 (An λα". An) 的 维 数 为 ， 


24( Απ) λε + А+ An- + А 
d(D.)= ту FA HO n—k 
x ME itm +2; pt 十 2 和 ολη. αλα :). 
Qn-i-j 


jit 


(1.81) 
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其 中 ЕЁ =1,2,---,n—2,7 =2,3,---,n—-2,¢=1,2,---,j-1, d(An) 
是 Απ 不 可 约 表示 (An, A2, An) 的 维 数 . 


1.5 用 张 量 基 方法 求 半 单 李 代 数 的 表示 


本 节 先 讨论 直 积 表示 , 不 可 约 张 量 和 推广 的 Wigner-Eckart 定 
Я. 并 简 述 求 so(3) 不 可 约 表示 和 约 化 系数 的 方法 . 


15.1 “ 直 积 表示 和 不 可 约 张 量 


É pi, ро EFRA g 在 空间 νι, Vo 的 表示 ， 对 rEg, vi En, 
vo € Vo, 定义 直 积 表示 pi ® pa 满足 


(οι ® pz) (z)(v1 @ v2) = (e1(z)vi) 8 va + v1 @ (po (z)u2). (1.82) 


HB 68 p; 和 po 是 不 可 约 表示 ， 一 般 直 积 表示 是 可 约 的 . 
若 8 是 半 单 李 代数 ， 可 用 最 高 权 来 标记 不 可 约 表示 ， 设 五 和 
Гь Ж в 在 有 限 维 空间 Vi 和 V; 的 不 可 约 表 示 , MERA ΓιΦ Г» 
是 完全 可 约 的 ， 即 
Γι L = pr mpl, (1.83a) 


EF Г 是 空间 Vr 上 的 不 可 约 表示 ， mr 是 表示 Г 出 现 的 次 数 ， 
BATHE 8h HERE. ERREKA 1N, KOM 是 简 
单 约 化 的 .最 高 的 荆 为 F = +h, HABA 1, 即 mp = 1. 
在 直 积 空间 VOV, 上 有 非 奇 异 算 符 C HE, TE 


Ο(Γι @ I5)C^! =@гтгГ, 


(1.83b) 
C(W 8 Va) = Өг mrVr. 


算 符 C 的 矩阵 元 称 为 Clebsh-Gordan 系数 ， 简 称 CG AR, YE MI 
理学 中 经 常用 到 . 

设 g 是 紧 致 半 单 李 代 数 ， 厂 Γ E в 在 有 限 维 内 积 空间 νι 
和 V, 的 不 可 约 厄 米 表 示 ， 直 积 表 示 Г 9 Г ë @r mrT. Wa 
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P 
B E SE] Vi, Vo, Al Vr 的 
yo 


nh ) ú )s 
γιαι Y2 02 


正 交 归 一 基 ， 其 中 大 写 的 代表 最 高 权 ， 小 写 的 y 代表 权 ，a fX 
表 其 他 简 并 量子 数 ， 用 以 解除 权 空 间 V, 的 简 并 . B 用 来 标记 非 简 
单 约 化 时 多 次 出 现 的 表示 Г, REA 8 = 1,---,mr, WV @ V; = 


间 的 基 可 以 写 为 
Τι E Г ) 
Үр αι Y2 а2 


n n )- 
(101 72 92 i 
Г, 
' h E 


Г 
γα У αι Ύ2 02 
Γ 
β ; 
πι αι Y2 Q2 γα 
(1.84) 


8^) Γι 2) 
yal ly, о, vox 


Г, Г» ) 
YA ү 02 


CG 系数 可 以 写 为 (^ 
对 偶 空间 的 基 ， 且 


Γι Г, Г 
ως, 
μι αι ү 02 Brya ya 
в )- 5 ( Γι Г, 
γα ^no % OQ 


ὙΓΩΙ1ΎΖΩΣ 
CG 系数 满足 正 交 归 一 性 
Г Г 
al V 
γα γα 
= ôy! γι δν, Y2 δα, αιδαι, a2) 


Ey 
Br. VTL 91 1 05 
nn Г, X Γι Г, 8 a) 
cho "202 аі Ύ2Ω2 ya 
= δρ, gor roy убо а: 


W П = {а}, · ` αγ} 是 g 的 素 根系 ， hia; €a; еа = 1,- 
Ж g 的 Chevalley 基 生 成 元 ， 采 用 物理 学 上 惯例 ， NEM 
指数 映射 含 i 则 紧 致 半 单 李 代数 有 


Γι 5) 


Г! 
y a’ 


Σ (в 


γιαιγ2α2 
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hi. = ho, 
el = e.a (1.86) 
t 


€ a, = Cai: 


以 下 为 简单 起 见 ， 用 生成 元 代表 生成 元 的 表示 矩阵， 应 用 厄 米 表 


I I5 Г. 
示 条 件 , 计算 (з ha| | ? ) 可 得 CG 系数 满足 的 
γα γι αι 72 ας 
选择 定 则 
D I Г, 
^fi (в ! ? ) 
γαι γι а 72 Q2 
ΓΙ Τι 12 | 
= (etree (2 ) i= 1,5,7. 
γαι 19 V2 Q2 (1.87) 
Г Г r 
计算 ( ex | ? EL CG 系数 的 递 推 关系 ， 
γα Yi αι Y2 Ag 


Γ 8 r I Г» 
Y + aj a! γατα | үөү aa 
Γ Γ Г. Г, 
m 1 в 1 | 2 
yı αι YQ) γι-αιαι "y202 


Г, Г, Г Γι Г, 
В (p 
"ya @2 γα! no I-a; az 


+ › 
m | Y2- 02 α) 
2 
(1.88) 


这 是 对 确定 表示 的 Г, Γι, Г, AE η ЖЕ Y ται 的 递 推 关 系 ， 因 
为 是 厄 米 表示 ， 用 eu 作用 得 到 的 递 推 关 系 是 不 独立 的 . 

在 简单 约 化 时 ， 从 式 (1.88) 可 以 推出 CG 系数 所 满足 的 全 部 
独立 的 线性 齐 次 方程 ， 从 而 决定 CG 系数 到 差 一 常数 . 再 利用 CG 
系数 的 正 交 归 一 性 ， 并 规定 相 因 子 ， 即 可 求 出 全 部 CG KR. 


n 


А 
; 71 一 Qi αι 


€ 


i 


4T 


在 非 简单 约 化 时 ， 式 (1.88) 可 以 决定 CG 系数 到 差 mr 个 常 
Ж. 再 利用 正 交 归 一 条 件 ， 妈 可 求 出 mr 组 CG 系数 . 下 节 将 以 
sp(4) 为 例 ， 说 明 非 简单 约 化 时 CG 系数 的 求法 . 

关于 不 可 约 张 量 ， Wigner 是 从 李 群 角度 定义 的 ， 此 与 Racah 
从 李 代 数 角度 的 定义 是 等 价 的 ， 在 此 我 们 用 Racah 的 定义 ， 

X p 是 李 代数 a 的 一 个 有 限 维 不 可 约 表示 ， 对 任意 z € g, 若 
算 符 组 {Те}, 对 (та), (т а) = 1,…,dim(p), 满足 


fe, TP 4] = (ρία)γα ya T ars (1.892) 
y'a! 
则 称 算 符 组 {Ta} 是 g 的 秩 为 p 的 不 可 约 张 量 . 
W g Ж ЖЕФ, Г.Г Г Ж g 在 有 限 维 内 积 空间 
γι, Vo fL V. ЮЛА) Жак. hayeaise-ay1i 二 1,.…,r 是 g 的 
Chevalley WERT. FARA TD, 是 g 的 秩 为 Г, 的 不 可 约 张 


量 ， 则 有 
[hais ТЇЗ αι] = у, n i h D и , 
yam γι αι mm 
1% η А (1.89b) 
[exo ТЗ αι | 1 Je ; 1 Th. 
' > mei mo f ^^" 
I Г» | 
E ya a 分 别 左 乘 和 右 乘 于 式 (1.89b), ἩΣ Γι ὢ 
2 02 
L; = Br mr T, 可 得 矩阵 元 满足 的 方程 
D Г. Г Г. 
Yi ( Trea, j ) = (miti) | TA аз | , 
γα 72 az γα Ύα A2 
(1.902) 
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D 
γταια γαι а! 


AA 


2 
n Γ | ar Г, 
γι-αι αι ү оң yaj ΤΟ δι | 42 OQ 
13 ε 13 r T Ts . 
?2 一 Q2 ay Ύ2 CQ2 γα ne үа; az 
(1.90b) 


X (1.87),(1.88),(1.90) 说 明 对 确定 的 表示 T, Ii; Г, 矩阵 元 
TA MELLON n Ж 

γα 2 €2 you | Ho ?73202 
满足 同样 的 选择 定 则 和 递 推 关 系 . 

因此 对 确定 的 表示 Г, 在 Dios 是 简单 约 化 时 ,矩阵 元 与 CG 
系数 满足 同样 的 线性 齐 次 方程 , 并 且 可 以 决定 CG RBM MP pp 38) 
差 一 常数 ,用 约 化 矩阵 元 (ITI DS) 代表 具有 确定 表示 的 常数 ， 
此 时 没有 代表 重复 度 的 量子 数 8, 即 得 Winger-Eckart 定理 


(2а) 
ya} TE |y оз 

D Γι I5 
-6. 


γι αι ү 33 


对 确定 的 表示 Г, ТЕ Γι 812 是 非 简单 约 化 时 ， 由 于 矩阵 元 与 
CG 系数 满足 同样 的 线性 齐 次 方程 ,而 CG 系数 有 mr 个 线性 独立 
的 解 ， 因 此 矩阵 元 必 为 此 rmr 个 CG 系数 的 线性 又 加 ， 即 


Gra Ts is) 
γα Y2 αρ 


Γι αι 
ES 
pai 1 01 % 02 


) επ.  (L91 


D 
8 ) гіт? ir. 
γα 
(1.92) 
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Bm (ВГТУ) 也 与 分 量 指标 无 关 ， 此 可 以 看 作 推 广 的 
Wigner-Eckart 定理 . 

在 求 李 代 数 的 表示 中 ， Wigner-Eckart 定理 起 重要 作用 . 以 后 
会 看 到 ， 对 李 代 数 取 适当 的 基 ， 并 应 用 Wigner-Eckart 定理 ， 我 们 
称 之 为 张 量 基 方 法 , 可 以 简化 求 表示 的 计算 , 在 数学 物理 中 有 许多 
应 用 . 


1.5.2 so(3) 的 不 可 约 表示 


so(3) 是 单 李 代数 A = Bi = C, 的 紧 致 实 形 , 在 物理 中 经 常用 

到 . 习惯 取 其 生成 元 为 厄 米 算 符 Ji, Jo, Ja, 满足 对 易 关 系 式 (1.54b). 

在 求 表示 等 具体 计算 中 ， 常 取 生 成 元 为 
Jo = Ja, 


Ла = (Л + iJ.)/ V2. (1.93) 


满足 对 易 关 系 
[Jo, J41] = +J41, (1.94) 
μι, J-i] = — Jo. 
# Juk tipis HEA 
=, (1.95) 
Ji μμ... | 


其 Casimir 算 子 为 J = Jè 一 J41J-4 — J.1J44 . 
Jo 为 其 Cartan 子 代数 ， ο νι 是 对 应 正 根 的 生 式 元 ， 用 最 高 
É 1 标记 so(3) 的 有 限 维 不 可 约 表示 . 设 不 可 约 表 示 空 间 的 基 为 
7 m), WA Joli m) = т} т). 从 对 易 关系 可 得 
JoJ αι | m) = (m + 1)J4[j m) 
ALB HEX Ж 
G m|J41|7 m — 1) m- 1J-i|j m) 
= (j m + 1|J, ili mj m|J-i]j m + 1) — m. 
(1.96a) 
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由 so(3) 是 紧 致 实 形 ， 所 以 其 有 限 维 表示 是 厄 米 表示 ， 应 用 厄 米 表 
示 条 件 

G m|Ja| j m — 1) =—( m- 11] j т)", 
可 得 从 权 m+ 1 SERRA τι Bak, 1-1 矩阵 元 绝对 值 平方 的 递 
推 关 系 


| (gm —1]J_-1| j m) |? 
= | ü m|J_-,|j m+ 1) P +m. (1.96b) 


可 看 出 递 推 关系 只 能 确定 矩阵 元 的 绝对 值 ， 按 惯例 取 


(im -= Илт) = VG + m)(j - m + 1)/2, 
Gm-1J4ljm) = -y(i — m)( + m 1) /2, 


考虑 到 so(3) 两 个 不 可 约 表示 j Mj 直 积 是 简单 约 化 的 ， 设 
пәр = 9 和 和 | 广 则 这 些 表示 空间 基 之 间 关 系 可 用 CG 系数 表示 
出 来 


(1.97) 


| A mi j2 то) = Σο m| ji ma 12 m3)| j m), 
jm 
| jm) = >` (i mi ja πιο] j m)| ji mi j2 mo). 


mı M2 


CG ЖЖ EER IH — KR 


У G' m'| ji mi ja то) (ji та jo πιο] j m) = ó; уб, 

Y ` (i mi 72 πι) j m)G πε] ji mi ja m2) = Ôm, m brma mz 
"Ut (1.98) 
利用 对 易 关 系 ， 可 求 出 CG 系数 (ji mi ja m2z| 7 πι) 的 选择 定 则 为 
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m = т + ma, 其 递 推 关系 为 


VG —m)(j +m + 1)(1 m 72 πιρὶ j m + 1) 
= y (ji + mi)(ji — m + 1)(ji m) — 1 22 Mel j m 
+ V (j2 + ma)(ja — ma + Di mi ja ma — 1| j m). 


(1.992) 


V G + m)(j — m 1)(ἠι mi ja m| j m 1) 
= y (ji — m )(ji + m; + 1)(ji mi + 1 j2 πιο j m) 
+ V (gz — ma)(ja + ma + 1) (11 mà ja ma + 1| j m). 
(1.99b) 


НАЖ m = j HRS CG 系数 Gi m ja πια] j 3). 由 式 (1.993) 
可 得 从 m 大 推 到 m 小 的 递 推 关 系 


(h mi-l j; mel j j) 


_ (32 +m,)(g2 —m;+1) ,. . .. 
= V Om mt m; j2 m3 —1]| 11). 


于 是 所 有 m = ; 的 CG 系数 可 用 CG ARG A jj — A| 13) X 
示 出 来 ， 注意 递 推 关 系 只 是 CG 系数 的 齐 次 方程 ， 所 以 只 能 确定 
CG 系数 到 差 一 常数 . 再 利用 正 交 归 一 性 可 以 确定 CG 系数 的 绝对 
fi. 一 般 取 CG 系数 为 实数 ， 其 正 负 号 则 和 需 通 过 惯例 另行 规定 . 在 
so(3) 中 常 采用 Condon-Shortley |, ДХ 


(h ji j2 J — A| j i) > 0, 


于 是 便 可 得 到 全 部 CG 系数 (j, m jo mel j j) . 再 利用 递 推 关 系 
(1.99b), 即 可 求 出 全 部 CG 系数 . 
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在 Condon-Shortley 惯例 下 ， 利 用 递 推 关 系 可 以 证 明 CG 系数 
满足 以 下 对 称 性 
(i ma ja Mal із ma) = (—)## js (55 то ji mi| js тз), 
(ji mı ja то| ja тз) = (799235 — my jo -m| js — πια), 


2731 
27201 


(h M1 ja — ma] j2 —ma3). 
(1.100) 
两 个 不 可 约 表示 的 A 和 jz 直 积 到 不 可 约 表示 7 的 约 化 ， 
与 耦合 体系 的 转动 具有 相同 的 结果 W Jii 和 Jo i 分别 为 体系 一 
和 体系 二 的 角 动 量 ， 两 个 体系 耦合 在 一 起 转动 ， 体 系 总 角 动 量 为 
J,= Aid hi # [J15J72;] = 0, ij = 0,+1. | ji πει), | ja πιο), 
| jm) SHA J2, Jio, J2, Ja o, J?, Jo їй ЖН ATER, W CG 系数 
(ji m. το πιο j m) 是 耦合 体系 表象 变换 的 矩阵 元 . 
当 三 个 体系 耦合 在 一 起 时 ， 不 同 耦 合 方式 间 的 变换 系数 
(л j2)ii 2,j3,j| ji, (32 J3)j2 8,1) 称 为 Racah AR, 


(ji mi ja то| jg тз) =(—) "i 


(Я 22)ji 2 38.3] 71, (22 j3)j2 3, 3) 
= > (h mi ja mz] j12 mi + rno) 


mim, 


X (712 mi ma jg т-ту —m;j| j m) 
х (j2 Mz ja m— m, —ma| j33m —m.) 


x (i mi jas m—m.| j m), (1.101a) 


在 物理 学 中 经 常用 Wigner 的 6-; 系数 来 表示 三 个 角 动 量 的 耦合 ， 
它 与 Racah 系数 有 下 关系 


" 2 ji d =(—) +++) i o 
Ja j Jas V (2912 + 1)(2j2 3 + 1) 


х ((ji J2)51 1918, J| Ju. (J2 j3)72 8» 1). 
(101b) 
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其 主要 性 质 可 参看 文献 [5]. 
1.6 sp(4) 的 不 可 约 表示 


由 (1.42)(1.43), 取 Co 的 张 量 基 如 下 : 


Jo = (E1 – E33)/2, 

J} = -Βια/νᾶ, 

Ј_1 = Ез i/ V2, 

Lo = (E22 — E44)/2, 

Гы = — E34/ v2, 

La = E42/V2, 

Tij 1/21/21/2 = E14 + E23, 


(1.102) 


Ty2 1/21/2 -1/2 = - En à + E43, 
Tia -1721/21/2 = - E21 Ез 4, 
Tia -1/2 1/2 -1/2 = -E41 — E32. 
张 量 基 满 足 如 下 三 组 对 易 关 系 ; 
(Je, Le] =0, k, k'=0,41, 
[Jo, Jai] = J41, 
[2,721] = —Jo, (1.1032) 
(Lo, Lai] = L41, 
[L41,L_1] = —Lo, 
这 第 一 组 对 易 关 系 说 明 Jo, Jai 和 Lo, L+, 组 成 两 个 互相 对 易 的 
so(3)1 和 βο(ϑ)» 李 代 数 . 
[Jo,Tij2 p1/2 d] = PTyy2 руз q р,9 = +1/2, 
[/+ъ1,Т\уә рар ql = FV(1/2Fp)(1/2+ p-1)/2T,,; pH/2 1/2 q> 
[Lo,Ti/2 рау 4] = 4Ty2 p1/2 a (1.103b) 


[+1,Тууз рр a| = +V (1/2Fq)(1/2+ 4+1) /2Т, p 1/2 12， 
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这 第 二 组 对 易 关 系 说 明 Тү, p12 q 构成 so(3)1 和 βο(ϑ)» 的 1/2 秩 
不 可 约 张 量 . 以 后 为 书写 简单 ， 只 记 不 可 约 张 量 的 投影 量子 数 ， 即 
Tapl2g= Toa, 


[Tia 1/2, Туз 1/2] = —2V2J41, 
[mm 1/2 Т-1/2 1/2] = —2V2L,1, 
(Ty /2 1/2; T 1/2 1/2] = —2Lo — 2Jo, 
[71/2 1/2; 11/2 1/2] = —2Lo + 21ο, 
[71/2 512, T-1/2 1/2] = -2V2L..1, 
[T 152 1/2 T-1/2 -1/2] = —2/2J_,, 


最 后 一 组 说 明 不 可 约 张 量 间 对 易 关 系 与 so(3); 和 so(3)> 生成 元 间 
KR. 定义 耦合 张 量 为 
(TT 


(1.103c) 


5 pig 
= Y ` (1/2p 1/2 yl f (1/2 a 1/2 | LT Tp z, 
pra” 
Kp (1/2 p 1/2 p'| 7р) 9n (1/2 q 1/2q'| 1d) 分 别 为 so(3)1 ЖП so(3); 
的 Clebsh-Gordon 系数 ， 简 称 CG 系数 . 代入 具体 CG 系数 ， 可 将 
式 (1.103c) 用 耦合 张 量 形式 表示 


(ТТ)укоо=—2, k=0,+1, 
(TT)ooik = —21. 


实 李 代数 sp(4) E RR oci AFERKA, 
Ai 一 Jo, Li = Lo, 
Ду=ж а, Lh, = Фа, (1.104) 
Tl, = (—P*T., -9， 
其 Cartan 子 代 数 的 基 为 (Jo, Lo), 所 以 其 不 可 约 表 示 可 以 用 最 高 


BU (7,1) 来 标记 ， 了 是 万 在 表示 空间 最 大 的 本 征 值 ，j 是 Jo Ἢ 
7 时 ， Lo 的 本 征 值 . 


(1.103с/) 


55 


车 单 李 代数 的 维 数 为 n, KA τ, 其 不 可 约 表示 空间 的 基 一 般 
HWER (n — r)/2 个 量子 数 描写 Ber 个 权 外 ， 还 需要 (n — 3r)/2 
个 附加 量子 数 . 所 以 sp(4) 的 不 可 约 表示 空间 态 的 完全 描述 ， 需 要 
两 个 附加 量子 数 ， 考虑 到 ЯП L 是 互相 对 易 的 ， 所 以 可 取 Ј?, L 


为 附加 量子 数 . 即 取 J?, Jo, L?, Lo 的 共同 本 征 矢 | 7 ο ) 为 不 


f jklm 
可 约 表示 空间 的 基 . 
71 jl 
| 7? уж 7? 
gkim ikim 
jls =k j lo 
jklm gkim 
ji jl 
p? 2% =1(1+1) 1% , 
jklm jklm 
71ο 4 lo 
=m 
jklm jklm 


在 此 基 下 ， Jen La 的 表示 矩阵 是 已 知 的 ， 由 (1.97) 可 得 


710 7 lo 
ын Li Jua : 
Jj k'l'm jklm 
= Tó; jw bby Ibm my (j Е k)(j + k + 1)/2, 
jl 71 
Mi i ; Li Lu 2 ° 
1 k'l m jkim 
= +ó; "nm кб ιδ maa v/ (1 + т)(1 + m 十 1)/2. 


因此 只 要 再 求 出 Ti, 51/24 的 表示 和 矩阵， 就 求 出 了 表示 ， 利 用 
Ty/2 p1/2 4 不 可 约 张 量 性 质 ， 定 义 约 化 矩阵 元 为 


(1.105) 
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Τι/2ρι/2ᾳ 


1% jl 
J RU m jklm 


11 
= (1/2 p j k|j' &')(1/2 41 ml’ "ή 1% 


1! ГЦ 


Т 


20 
ПИА 
(1.106) 
由 耦合 张 量 定义 和 CG AM, 6—7 系数 性 质 ， 可 得 耦合 张 量 约 化 
XB Fe TCA ZA 
jlo 1% 
ge jl 
Ξ(- (j + D2 v 1) У ΨΩ" + Ὁ +1) 
an 
„у 1⁄2 1/2 j 1/2 1⁄2 i 
j j j" l r κ. 
Ze 人 jV 
и j" I" р" 31 / 
jlo 
用 ( j-1lj-1ll 


(TT) -100 = —2J_1, H | 


(TT); 


T 


jl 
1411 


分 别 从 左 和 右 作用 于 


jlo 
2311 


jlo 
jjl—11-1 


) 分 别 从 


左 和 右 作 用 于 (ТТ)оо1-1 = —2L-1, 可 得 约 化 矩阵 元 满足 的 齐 次 


方程 
jlo j lo 
3-11 jl 
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jlo j lo 
j-1/21+1/2 | Ν ў-1/21+1/2 


"Vr Goult yr 1) 
l+1\j-1l| dj —1/210— 1/2 


Gailh 
(1.108) 


| T|. . 
jl-1 j+1/21—1/2 paca 
_ vt 7% d jlo ) 
j+1 ji-1 j-M2i- 2 
τρια] | 


ОНЕР 
(тж) 
jt 


= (y t 


(2j' + 1)(2U +1) Ü b 
2} 141) Vj'r 


л) 
jl 


d 
(1.109) 


由 齐 次 方程 作 适 当 变 数 替换 ， 利 用 对 称 关系 ， 取 相 因 子 为 实 ， 可 解 
出 约 化 矩阵 元 满足 的 齐 次 关系 


} 1ο 
1-11 
431 J lo 
(2j —1)(21+1) \ j 2 1/21 — 1/2 
1 lo jlo 
j-1l j-1/21—1/2 


_ [| 401) jlo 
 VQj-10) +1) V 7 -1/21 41/2 


7% 
用 
e 
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jlo 
j— 1/214 1/2 


1% 
jl /' 


. (1.110) 
71ο 
jl [7 


it ΠΣ 


= —2Jo 和 (TT)oo1o = -2Lo, 利用 约 化 矩阵 元 对 称 关 系 ， 取 相 因 
子 为 实 ， 可 得 约 化 矩阵 元 满足 的 非 齐 次 方程 


^ N 2 
jl | 
(1 +1) f J το 1 Ὁ 
j+1/214+1/2 jl 
κ 2 
jlo 
jl 


jlo 
j+1/21- 1/2 


N „ 2 
= (1+1) j lo jlo 
j - 1/214 1/2 jl 
N 、 2 
1% 1% . 
C uera i ) - (2j + 1)(214- 1), 
(1.111a) 
^ ^ 2 
(j +1) 1% J lo 
j 1/214 1/2 jl 
、 . 2 
- (1) jlo 1% 
j+1/21-1/2 jl 
^ ^ 2 
=-j J lo T jlo 
j-1/2141/2 jl 
jlo 


2 
) - (23 + 1)(21 + 1), 
jl 


. jlo 
ας 11/21 -- 1/2 
(11118) 
由 此 和 对 称 关 系 ， 可 解 出 约 化 矩阵 元 平方 满足 的 递 推 关系 
I jl T j lo ) 
j - 1214 1/2 jl 


—G-0Qi1) / 3% 
ΘΟ 1 \ ji 


4 aah jlo 


^ 2 
J lo 
j4 1/21 1/2 ) 
jib ) ‚ @-0@+1) 
1+1/21—-1/2 1 ' 
(1.112а) 


041) jl 
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А 2 
jlo 
jl 


А 2 
jlo 
j+1/21+1/2 


7% 
j-1/21-1/2 
_ EN 


"O40 *1) N jl 
с G+l+ 129 +1) 210 
433 +1) jl 

(3 +1+1)(27 +1) 

+— 

J 
(1.112b) 
由 最 高 权 态 出 发 , 用 递 推 关 系 (1.112) 可 以 求 出 工 约 化 矩阵 元 
的 平方 .如 


А 2 
jlo 
j+1/21-1/2 


, 


^ 2 ^ ^ 
jlo ) _ (23 = 29) (25 +1) 


71ο 
j —- 1/219 + 1/2 


jlo 27 
^ ^ 2 А ^ 
1 lo jlo \ _ Qj 219 +2)(2J + 1) 
了 -1/21o 一 1/2 } lo 2) | 
^ ^ 2 ^ ^ 
j-1lo*1 j— 1/21 4 1/2 2}-1 ᾿ 


i n ВРХ BE Е 


2 


κ Lit torto) 
j-n[2 lo*n/2 j—-(n-1)/2 lot (n- 1)/2 
_ n(2) — 2% -n +1)(27 -n +2) (1.113a) 
2j- п+1 
用 递 推 关系 (1.112), 可 证 在 % 十 1 时 (1.113a) 也 成 立 . 同 理 可 证 下 
ARL, 


|" | in à -(n- Df ) 


( j lo 
j-n/2 lg-n/2 


60 


_ 22) + 210 -n43)0 -n +2) (1.113b) 
2j—n+1 


利用 约 化 矩阵 元 满足 的 齐 次 关系 (1.110) 和 式 (1.113), 取 相 因子 为 
正 ， 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 ， 约 化 矩阵 元 的 值 由 下 式 给 出 ， 


jl jl 
6 n+l ° n+l А r|, n ^n ) 
了 一 lo+ -ε 173 lot -i 


(n—i-1)(23 —2lo —n--i) (27 —n--i4-1)(2lo -n —i4-2) 


(2) — n)(2lo +n — 2i + 2) 


(1.114) 


Μον ο 
je &- 77 3-5 0-54 


(n—i+1)(29 + 2lp —n-i4-2)(23 —n- i 4-1) (219 — nti) 
(23 — n)(2lp — n + 2i) 


R (1114) 给 出 sp(4) 不 可 约 表示 (3,0) 的 全 部 约 化 矩阵 元 ， 加 上 
已 知 的 so(3) CG 系数 ， 即 求 出 全 部 Tz y 124 的 表示 矩阵 . 

.由 (1.114) 还 可 以 求 出 不 可 约 表示 (7,0) 包含 的 (7,1) 值 ， 作 
以 (7, lo), G —1o, 0), (lo, 3), (0,3—1o) 为 顶点 的 四 边 形 ， 见 图 1.8. 全 
部 0,0) 值 是 四 边 形 中 包含 的 与 (7,io) 差 值 为 整数 的 点 .如 不 可 
HRA (1/2,0) && (5,0) = (1/2,0), (0,1/2), 不 可 约 表示 (1,0) 包 
В (1,0), (1/2, 1/2), (0, 1), 不 可 约 表示 (1,1/2) 包含 (1， 1/2), (1/2, 1), 
(1/2,0), (0, 1/2), 不 可 约 表示 (2, 1/2) 包含 (2, 1/2), (3/2, 1), (3/2, 0), 
(1, 3/2), (1, 1/2), (1/2,2), (1/2, 1), (0, 3/2), 等 等 . 

зр(4) 两 个 不 可 约 表示 (有 1,110), (22,10) MAR, (Aho) 8 
(4, lao) = Өт; , (3, lo), 其 约 化 一 般 不 是 简单 的 ， 所 以 CG 系数 一 
般 有 简 并 量子 数 6 FE. 由 sp(4) 2 so(3)1 @ so(3)2 的 完全 可 约 
tt, CG 系数 可 分 解 为 
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(3, lo) 


(7—10, 0) 


(10, 1) 


图 1.8 不 可 约 表示 (0,10) 包含 的 (j, D. 


( ji lio ἦα lao B } lo 
A ki hn my 13 k2 l2 m2 klm 
^ 1 ^ 1 ^ 
= (ji kı 32 k>|j К)(һ m lz m2ll т) ^ 10 22 20 8) É . 
Ah 722 jl 
(1.115) 
jilio Љо | B jlo _ 
| | | 称 为 sp(4) 的 约 化 标量 因子 . 
Ahh 122 jl 
A lio Je loo 8 j Io 
ME, A 
S 72 Ко la m» jklm 外 右 作 用 


于 Tipio 利用 CG 系数 和 6-7 系数 进行 计算 ， 可 得 约 化 标量 


因子 的 递 推 关 系 
И? л по j2lo | 832% 
jl Ahh jl | FW 


jlo 
j" 1" 
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P (itat nte 25, £1) (25-41) (2h ΕΠ ΘΕ 

A . | 

x 1/2 ji л 1/2 1 h л lio A lio 
j  j b F I Ahh ji 

ΣΑ... πρ 


x A [ιο ja 120 87% 
Ah jl jl 
3; 15 
J2 lao 
3% 


[Ua š [1 ú αὶ bo 
Л j" j h 1" 1 
(1.116) 


12 la 
x Alo jalo | Bj lo 
hh jb | jl 


Hej” = 3 1/2," = l 1/2, j = },1 = lo, (1116) 式 左 端 为 
零 ， 可 得 最 高 权 态 约 化 标量 因子 满足 的 齐 次 方程 ， 


SOUL (27, + 1)(27 + 1)(2n + 1)(21 + 1) 


jiu 
„/ V2 л А 1/2 Kk h 
jo J+1⁄2 j b Ip +1/2 lo 
x jr lio Аһ л по ου Bj lo 
Ah EL AU hk | jlo 
+у Өй ne noH (21. +1)(2}+1)(2l2+1)(2l0+1) 
E 
„112 4 [2 Q b 
л 3+1/2 j L 5+1/2 l 
x Jz lag Ja lao fiho 万 bo | 87% _0 
ja la 19 12 Ah 45 1 lo | 


(1.117a) 
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У) nee fF + (2) + (2 + 1)(2lo + 1) 


МА t 
A 


“| 12 я А H 12 È h | 

j j+1⁄2 7 l2 ἰο-1/2 lo 

x | ὦ ho jr lio ) | filio Љо 8j lo | 
Ah ji Au hb J lo 


+$ Ontitithtlatiot! \/(2%-+1)(2)+1)@Ь-+1)(2%+1) 


bÚ 


Ju ж af Š L 
j 了 +1/2 j h 0-12 lg 


x | ja lao ja lao m Л по йш. 8) lo ) = 0. 
21 la Ja ἰ2 hh hh J lo 
(1.117b) 

在 简单 约 化 时 ， 由 此 可 解 出 最 高 权 态 约 化 标量 因子 到 差 一 常 
Ж, 利用 归 一 化 条 件 可 确定 最 高 权 态 的 约 化 标量 因子 . 在 非 简单 约 
化 时 ， 式 (1.117) 可 确定 最 高 权 态 的 约 化 标量 因子 到 差 т. 个 党 
Ж. 利用 正 交 归 一 化 条 件 后 ， 仍 有 m. -1 个 任意 常数 不 能 确定 . 
文献 [10] 有 部 分 Co 约 化 标量 因子 的 解析 表达 式 . 

已 知 在 Chevalley Æ, С» Cartan 子 代数 为 (ha, ha, Ж 
可 约 表示 标记 为 (A и). ЖН 入 = 2) ~ Ay, и = 2l. 不 可 约 表 示 
(х\н) = (1 0) 就 是 7 = 1/2, l = 0. AH (1.114)(1.109) 可 以 算 
出 (0 1/2||T||1/2 0) = V2, (1/2 o|T||o 1/2) = v2. 取 基 顺序 为 
[1/2 1/2 0 0), |0 0 1/2 1/2), [1/2 —1/2 0 0), [001/2 —1/2), 代入 
so(3) 的 CG RB AA oh ΕΙΧΕ BE pG, 可 看 出 不 可 约 表示 (À и) = (10) 
就 是 定义 sp(4) 的 表示 . 

下 面 给 出 不 可 约 表示 直 积 约 化 例子 ， 在 例 中 均 用 G, lo) 标记 
不 可 约 表示 ， 利用 sp(4) Ὁ зо(3)у ὦ so(3)s 及 图 1.8 给 出 的 不 可 


T 


T 
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约 表示 (7,5) 包含 的 GD 值 ， 和 已 知 的 so(3)i @ so(3), 约 化 ， 可 
以 解决 不 可 约 表示 直 积 约 化 问题 ， 如 (1,0) 9 (1,1/2) 包含 的 (1,1) 
为 (2,1/2) Ф 2(3/2,1) Ф 2(3/2, 0) 6 2(1,3/2) 6 5(1, 1/2) Ф (1/2, 2) Ф 
5(1/2, 1) @4(1/2, 0) @ 2(0, 3/2) 64(0,1/2). 其 中 最 高 的 权 为 (2, 1/2), 
从 中 减 去 不 可 约 表 示 (2,1/2) 所 包含 的 (7,1) 值 (2,1/2),(3/2,1), 
(3/2, 0), (1,3/2), (1,1/2), (1/2, 2), (1/2, 1), (0, 8/2), 剩余 的 最 高 权 为 
(3/2,1), 从 中 减 去 不 可 约 表 示 (3/2,1) 所 包含 的 (3,0 {Н (3/2, 1), 
(1,3/2), (1,1/2), (1/2, 1), (1/2, 0), (0,1/2), 剩余 的 最 高 权 为 (3/2,0), 
从 中 减 去 不 可 约 表示 (3/2,0) 所 包含 的 (7,1) f& (3/2,0), (1, 1/2), 
(1/2,1), (0,3/2), 剩余 的 最 高 权 有 两 个 HH 2 (1,1/2), 说 明 直 积 
(1,0) & (1,1/2) 包含 不 可 约 表 示 (1,1/2) 两 次 ， 从 中 减 去 两 倍 不 可 
约 表示 (1,1/2) 包含 的 (5,0) {Β (1, 1/2), (1/2, 1), (1/2, 0), (0, 1/2), 38 
余 的 (3,0) 为 (1/2,0), (0, 1/2), 刚好 是 不 可 约 表示 (1/2,0) 所 包含 
的 .所 以 有 


(1,0) & (1, 1/2) 
= (2,1/2) @ (3/2,1) & (3/2,0) Ф 2(1, 1/2) Φ (1/2,0). 
(1.118) 


作为 非 简单 约 化 时 求 约 化 标量 因子 的 例子 , 求 (1,0) @ (1, 1/2) 
到 两 个 (1,1/2) 的 约 化 标量 因子 ， 取 6 = 1,2, 将 最 高 权 态 约 化 标 
BATHS A 


...{α9 ανα] 801» 

| V до 112 | 11/2 

as ( 02 (11/2) e). (1.119) 
10 01/2 | 11/2 

„Ò 09 012 | ваз) 

) A 1⁄212 1⁄21 | 112 γ᾿ 
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oo 人 (0) (11⁄2) na) | 


1/21/2 1/20 11/2 
za 09 012 δα 12) 
° ° 01 11/2 11⁄2 /' 


取 不 同 的 Juli, Jas le fü, 如 A = 1, lh = 0, ja 一 1/2, [2 = 1, 等 等 ， 
用 (1.117) 可 得 齐 次 方程 ， 


ναι в — V30zo g — 4738 = 0, 
-ναι g + 2538 — V15z4 в — V2ms g = 0, 
Уба a + 3V 222 g + A24 в = 0, 
—z в + V323 в + V za в + νθαςρ-- 0. 


(1.120) 


上 方程 组 有 两 个 根 可 任意 变 ， 正 与 (1,0) 6 (1,1/2) 到 (1,1/2) 约 化 
重复 度 为 2 是 一 致 的 ， 如 取 σαρ,σιρ 为 自 变 量 ， 则 可 解 出 


29 в 一 JV 1/10z1i B-— 8/1513 p, 
Zap = — 4/521 pt 3/523 в, (1.121) 
X59 一 y 3/211 в — V 223 в. 


这 种 非 简单 约 化 情况 , 约 化 标量 因子 的 确定 有 一 定 任意 性 . 如 可 取 
σφι = 0, 加 上 轨 一 化 条 件 У 122, = 1, 可 解 出 zi = VER 231 = 


Và: 241 = -γ5. 251 Ξ "ES 再 由 正 交 条 件 Sat Tiiti? = 0 
和 归 一 化 条 件 可 以 解 出 αι» = 322255, 222 = 288, αὐὐ- 
ү. 242 = m 252— — 3445. 反复 用 递 推 关 系 (1.116), 
分 别 从 zig 出 发 ， 可 以 计算 出 不 同 8 的 全 部 约 化 标量 因子 . 其 他 
非 零 约 化 标量 因子 结果 如 下 . 
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(10) 
(10) 
(1 0) 
1/2 1/2 
(1 0) 
1/2 1/2 


(1 0) 
1/2 1/2 


(11/2) 
1/21 
(11/2) 
1/21 


(1 1/2) 
11/2 
(1 1/2) 
11/2 
(1 1/2) 
01/2 
(1 1/2) 
01/2 


(10) (11/2) 
1/21 
(1 1/2) 
1/21 
(11/2) 
1/20 
(1 1/2) 
1/20 
(1 1/2) 
1/20 
(1 1/2) 
1/20 


(10) 


(10) 


(10) 


(s 
(o 
( 
( 
E 
e 
(n 
(n 
[ον 
2 
(s 


1 (11/2) 
1/21 
2 (11/2) 
1/21 


| [3:5 
| Vy2.17T 


1 {1 1/2) 
1/21 


201/2V fi 
yai / VET 


1(1 1/2) 
1/21 
2 (11/2) 
1/21 


1 (11/2) 
1/21 
2 (11/2) 
1/21 
1 (11/2) 
1/21 


) 
^ 
)- 
a) 33:3 
) 
) 


1/21 
1(11/2) 
1/20 
2 (11/2) 
1/20 
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00 (1/2|101/2V [5153 
1/21/2 11/2 1/20 | Y 17’ 
00 (Q1/)|201/2V. 1 
1/21/2 11/2 1/20 | VTI 
(10) GQ1/2|101/2V faa 
1/2 и" 01/2 120 | 15-17 

(11/2 | 201/2 \_ f/3:8 

1/21/2 01/2 120 | 17-17 
(10) (11/2) | 1011/2) \ _ 3 

1/21 12ο ] VIP 
2(11/2)\ [ $79 

1/20 © V2-7-17° 


(10) (11/2) 
11/2 
(10) (11/2) 


ti 


1 (11/2) 
0 1/2 2-17" 


(1 0) 
1/2 1/2 


( 0) 
1⁄2 M 


1/2 1/2 


(10) 
1/2 1/2 


( 
| 
ES 
Un 
(S: (10) PH 
E 
Us 
| 
| 
D 
\ 


11/2 
(1 1/2) 
1/21 
(1 1/2) 
1/21 
(1 1/2) 
1/20 
(1 1/2) 
1/20 


2(11/2 V  [ 9:9 
01/2 / V2. 


101/2V [25 
01/2 / V 17" 
201/22 | — [3 
012 [| VTAT 

0101/2 \ [T4 
01/2 / 15-17 
201/2 V [3:8 
01/2 | 17-17 


(10) (11/2) 
01 01/2 


| (10) (11/2) 


1012V  /[ 3 

0 1/2 ΓΤ 13.5.17’ 
201/2 V [555 

0 1/2 С үзд.т.1Т 
上 例 中 全 部 约 化 标量 因子 , 经 正 交 归 一 条 件 核 对 无 误 . 当然 如 果 不 
тз = 0, 会 得 到 完全 不 同 的 结果 .当然 这 不 同 结果 会 是 上 结果 
的 线性 登 加 ， 

在 简单 约 化 时 , 约 化 标量 因子 的 计算 没有 如 上 复杂 . 从 齐 次 方 

程 (1.117) 和 归 一 条 件 即 可 确定 最 高 权 态 的 约 化 标量 因子 ， 再 利用 


递 推 关系 (1.116) 即 可 完全 确定 所 有 的 约 化 标量 因子 . 在 孙 洪 洲 文 
5 0 有 部 分 C2 约 化 标量 因子 的 解析 表达 式 . 


01 01/2 
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第 二 章 =EFB3gl(n, R) Ru(n) 的 表示 


本 章 讨论 李 代数 gl(n,R),u(n) 和 su(n) 的 表示 ， 第 一 节 简 述 
gl(n, C) 表示 的 性 质 以 及 gl(n, R), цп) 和 su(n) 表示 间 关 系 ， 第 二 
节 和 第 三 节 给 出 u(2) 和 u(3) 的 不 可 约 表示 和 约 化 系数 . 第 四 节 给 
出 Gelfand 基 下 u(n) 的 不 可 约 表示 和 约 化 系数 . 


21 一 般 线 性 李 代数 表示 的 基本 性 质 


一 般 线 性 李 代 数 gl(n, C) 是 复数 域 上 非 半 单 李 代数 , 其 生成 元 
为 E; Ei; 是 第 i 行 第 7 列 元 素 为 1, 其余 元 素 为 零 的 nxn HEB 
EE. 满足 对 易 关 系 


[ 5, Ex i] = ó; κει — bi 1Bk ;, (2.1) 


ἈΠ i,j,k,L=1,---,n. 

gl(n, C) 有 极 大 交换 子 代数 0. 取 日 的 基 为 {E11, Po Ean}. 
设 gl(n, C) 在 空间 V 上 的 表示 为 p, 与 半 单 李 代 数 一 样 ， 利 用 日 是 
交换 代数 性 质 ， 可 以 定义 权 ， 也 就 是 取 Eli E223, o, Enn 的 共同 
MER u, 为 表示 空间 的 基 ， 满 足 


E;;ux = тол, t=1,---,n, 


MW А = (mi, ma,---, ma) 称 为 表示 p 的 一 个 权 ， wx 是 相应 的 一 个 
权 向 量 . Р 

从 gl(n, C) 满足 的 对 易 关系 可 以 看 出 ， 生 成 元 E;;, i<j, 对 
应 正 根 ， 它 作用 于 权 向 量 使 权 增 加 ， Eji ¿<j 对 应 负 根 ， 它 作 
用 于 权 向 量 使 权 减 少 . 并 且 保持 Diim ЖЖ. 可 以 证 明 : 
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(1) gl(n, C) 的 有 限 维 表示 恒 有 最 高 权 和 最 低 权 . 

(2) gl(n, C) 的 有 限 维 不 可 约 表示 有 唯一 的 最 高 权 和 唯一 的 最 
低 权 .具有 相同 最 高 权 的 两 个 不 可 约 表示 是 等 价 的 ， 

(3) gl(n, C) 的 有 限 维 不 可 约 表示 由 非 负 整数 m,m, 
Mni 51, 2 Sa-1 和 复数 p, q 描述 ， 而 p 一 g 为 整数 

(4) 33 gl(n,C) 的 有 限 维 不 可 约 表 示 满 足 51 = s = : = 
84-31 = q = O 8, p ABR, KA gl(n,C) 的 有 限 维 解析 不 可 
ARR. B mn = mad = loo,n— l, mn = p, AT = 
(mi a, m2 ma a), 标记 有 限 维 解析 不 可 约 表示 ， Γι 是 最 高 
权 ， 且 满足 


Min 之 ran 之 之 7mnn: (2.2) 


所 以 gl(n, C) 的 有 限 维 解析 不 可 约 表 示 可 用 最 高 权 标 记 , 也 常用 相 
应 的 杨 图 标记 . 还 可 证 明 gl(n, С) 的 任 一 有 限 维 解析 表示 可 以 分 解 
为 解析 不 可 约 表示 的 直 和 . 

H Г, = (mi n ΤΊΣ a, Ma n) 是 gl(n, C) 的 一 个 有 限 维 解析 
不 可 约 表示 ， 可 证 明 D. 可 以 约 化 为 其 子 群 gl(n 一 1,0) PAAR 
AR Γη-1 = (Mi n-1, Mo n1, t, Mn- n-1) HA, Г. 包含 满足 下 
条 件 的 Duci 各 一 次 ， 


Min 之 min-l > Mon 2 M2n-1 2...2 Τη n-1 > тһ п. (2.3) 


实数 域 上 一 般 线性 李 代 数 gl(n, R) 是 实数 域 上 的 gl(n C), € 

们 的 有 限 维 解析 不 可 约 表 示 间 有 一 一 对 应 关系 ， 因 此 gl(n, R) 的 

有 限 维 解析 不 可 约 表 示 的 最 高 权 ， 也 用 ”个 整数 Г, = (та а, Man, 

… ,ma n) 描述 ,也 满足 式 (2.2) 并 可 用 杨 图 标记 . 其 任 一 有 限 维 解 

析 表 示 也 是 完全 可 约 的 ， gl(n, В) 的 生成 元 也 为 Ej, EEK 
运算 下 满足 

ΕἸ, = Ер. (2.4) 


西 代数 u(n) 的 生成 元 在 物理 中 常 取 为 n x n IKE, XJ 
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应 到 U (n) ЖЕЕ ЖЕКА 8 i, Вр 


Mii = Би, 
Mi ; = (Ei j + Е;;), (2.5) 
Μι; = i(E ; - E; i). 
虽然 实 李 代数 gl(n, R) 与 u(n) 是 不 同 构 的 ， 但 从 式 (2.5) 可 以 看 
H, glin, R) 任 一 满足 (2.4) 式 的 厄 米 表 示 ， 可 以 诱导 出 απ) 的 
一 个 厄 米 表示 . 所 以 un) 的 有 限 维 不 可 约 厄 米 表 示 也 用 最 高 权 
Га = (Min Mzn Man) 描述 最 高 权 也 满足 式 (2.2). 
su(n) 是 u(r) 取 迹 为 零 而 得 到 的 实 单 李 代数 .例如 可 取 其 非 
对 角 生 成 元 与 u(n) 一 样 ， 对 角 生 成 元 为 u(n) 的 两 个 生成 元 相 减 


Lii = Eji - Enn, 1=1,---,n-1, 

Lij = (Bij + Eji), (2.6) 

Li; = (Eí ; - Ej i). 
同样 由 u(n) 的 表示 可 以 诱导 出 su(n) 的 表示 . 而 su(n) 的 有 限 维 
不 可 约 厄 米 表 示 的 最 高 权 用 n 一 1 个 整数 (ndn slnn) fü 
xh, lin = Min — Man, 满足 

ln> ln > -:: Plain 
本 章 以 下 给 出 gl(2, В), gl(3, R) 和 gl(n, R) 的 有 限 维 解析 不 可 


约 表 示 和 约 化 系数 ， 利 用 (2.5) 和 (2.6) 即 可 得 相应 u(n) 和 su(n) 
的 有 限 维 不 可 约 厄 米 表 示 和 约 化 系数 . 


2.2 u(2) 的 表示 


gl(1, R) 是 一 维 可 解 李 代数 ， 其 生成 元 为 Ειι. 它 只 有 一 维 不 
可 约 表示 ， 设 表示 空间 的 基 为 |та τ), WA 


Ei imi 1) = mı ima 1)- 
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Наа ка П = т. 

gl(2, R) 除 E, Ж, ЖЕЕ E22, E12, Ez 1. W gl(2, R) 有 
限 维 解析 不 可 约 表示 为 Г» = (mi 2,ma 2), 已 知 从 gL(2, R) 不 可 约 表 
示 到 gl(1, R) Фал, Г RAWE туг > ту > m22 
ЮГ = т. 各 一 次 ， 所 以 Г» 表示 空间 的 正 交 凡 一 基 可 以 取 为 
ат) ο. 


m1 My 2 


туз M22 түз M22 
Еу = ту? , 
тї? πει 2 
(2.7) 
ma 2 M22 mi M22 
E22 = maa . 
712 TH, 2 
对 表示 空间 任 一 态 有 
түз M22 1113 M22 
Е; 1 = mm; . (2.8a) 
T 1 TU 1 


ΗΧ E XX ES 使 Bi 的 本 征 值 加 1 使 Es» MATER 1, 
Ej; ff Еу, 的 本 征 值 减 1, 使 E22 的 本 征 值 加 1. BR Ειι ЯП E22 
ЖАНА 2 ALBA mi +m, 所 以 


E525 mız maa ) (masma mal mız т22 ) (2.8b) 
Tm 1 mii 
利用 厄 米 表示 条 件 可 得 矩阵 元 对 称 性 ， 
("2 M22 Mı? "г 
mi; Е т] 1 
-(™ m22 Es "таз | (2.9) 
TM 1 ™ 1 
从 左 和 右 用 态 ( maz M22 | 和 | Maz та? ) 作用 于 对 易 关系 
mıı mıı 


[i 2, E21] = B11 一 Foo, MBE RMA T EME CATER LH, uj 


TA 


48 ERE oo 18 HE > Ж 

( mi2 M22 
Tm; 

_ туз M22 

miitl 

从 最 高 权 态 出 发 ， 由 递 推 关 系 可 得 


2 
mi M22 mio M22 
Ei = 12 — M22, 
тд 2 


Ел 2 


туз M22 
E12 


2 
= №] 2 一 7722 g+2m, 1: 
mit 


(2.10) 


ιο — 1 


2 
m1i2 M22 mi2 M22 
! Eia = 2(mi3 — ma» — 1), 
mia — 1 714 — 2 
设 下 式 在 i 时 成 立 ， 
2 
πει ο M22 712 M22 ， , 
. E12 . =i(mi2—mə>ə2—i+1), 
mi2— (š — 1) туо 一? 


由 递 推 关 系 可 证 i 二 1 时 也 成 立 ， 所 以 上 式 恒 成 立 ， 可 得 表示 和 矩阵 


ШТ. 
туз M22 түз M22 
т11+1 тд 1 
= /(mis-m;i1)(mi 1—m» 9-1), 
| 712 M22 Ba: | ™m12 M22 ) 
түү—1 тд 1 
= /(mii—mə>əə)(mi 2-41 +1). 
下 面 讨 论 οἱ(2, А) 两 个 不 可 约 表示 直 积 的 约 化 . 
R [2 = (mi >, m5 >), Гу 二 (mi2,m22) 是 gl(2, R) 的 两 个 不 可 


约 表示 ， 它 们 的 直 积 约 化 为 D, Г = en D. 即 它们 的 直 积 是 简 
单 约 化 的 . 其 中 Г» = (mismas). VE Г), ΓΖ, Го 表示 空间 的 基 分 别 


Ei 


(2.11) 
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n H n 
3J I5 _ | m» mas 和 
” - m! ! 
түү 11 


Г. 
mia 22 ECL ( É 


T1 1 11 


/ / , 

Г; _ | m M22 

m! m! ; 
11 11 

I5 

тут 


rara P P ) 可 得 约 化 系数 | hom n ) 
Tw, Mii Mii | Mii Mii 
满足 选择 定 则 


i ” 
туі mi +, 


i t “ n 
mı 2 + M22 = mi > +1%2+ my 2 + ma. 


I p 
a 


i n 
mi, Mii 


了 2 


T 1 


5 


从 Eia Ж Е: 的 左 ， 右 分 别 乘 以 ( 


代入 矩阵 元 的 值 (2.11), 可 得 约 化 系数 的 递 推 关系 
n I 
тур mj, 


Ij T} 
m;;Tl mii 


Г, 
mii1-1 
I5 


11 


(mi 1—ma3)(mi 2 mii +1) I 


= у (тити) παει т52+1) I 


Г» Г! ΓΗ 
+ (mif — mif (mf, ma 1) ΠΣ 
mıı mj, mutl 
(2.13a) 
Г. T! IU 
(mi2—mi1)(mi 1—ma2 *1) ? N ^ 
mjitl| mi, mj, 
Г, Γ p 
= Vm], m) (ma mii+1) SE 
mii | түү—1 mj, 
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Г, I; ry 

711 mii m, -1 ` 
(2130) 

对 [2 MARA, m ii = то FF, H (2.130) 可 得 


Г, npn rn 
12 ту 1 mi, 
__ | (тї т) (тя, тү +1) | Р, 


(mi, ma (тро — mi, +1) 713 


+ y (mr, -m23) (mi; mi; +1) 


n nm | 

ma түр 一 了 | 
(2.14) 

这 是 由 mi 1 弟 推 到 mi 1 — 1 的 递 推 公 式 ， 利 用 它 可 以 把 所 有 的 


= Г | Г; Гу 
туз = mia 约 化 系数 都 写成 ; , m fe 
mi2| m, 702—759 


数 . 再 利用 约 化 系数 的 正 交 归 一 性 


(2.15) 
nir ry 
I 


即 可 确定 约 化 系数 ( : ) 绝对 值 平方 . 车 
тїз | mi; mi 2— mio 


取 相 因子 使 约 化 系数 为 实 , 还 需要 人 为 规定 正 负 号 . 这 种 规定 称 为 
惯例 ， 如 与 so(3) 的 Conden-Shortly 惯例 一 致 ， 可 规定 


r T! Г” 
: 2 2 >0. (2.16) 
7112 


mi, mia— mig 
最 高 权 态 其 他 约 化 系数 可 通过 (2.14) 递 推 求 得 . 
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下 面 来 网 ,二 工 的 约 化 系数 ， 取 m = бәт ) = 1, 由 (2.14) 


得 
Г, 10 ГУ 
m12 0 m, 
Г, 10 Г, 
= – /(my, - m2; (miz = тї, +1) " . 
m12 1 mù! 


考虑 到 选择 定 则 (2.12)， 把 mi 2,72 2,711 用 πιο, ту, πι Ж 


示 ， 再 利用 正 交 归 一 


系数 ， 


| 


туз +1 m2? 
тә +1 
mi2 Του +1 
1112 
туз Mma2+1 
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性 (2.15) 和 惯例 (2.16), 可 得 最 高 权 态 的 约 化 


10 m12 M22 =1 

1 m12 ' 

10 Tni2 M22 - 1 

1 m-l V mi2—ma271' 


10 πι. M22 mız — 19292 


0 miz ) i ту m33--l. 


应 用 数学 归纳 法 ， 从 递 推 关 系 (2.13a) 可 求 出 


112 +1 M22 


m;1-71 


| 


m42- 1 m2» 


ma 


Miz m23 Γ1 


πιιι 1-1 


miz 77222 + 1 


mi 


10 mmz V _ [mu-mao2tl 
1 mii m12—m22 二 1” 
10 mi2 m22 туо тл 1 
0 mi ту то +1’ 
(2.17) 
10 mi mz V _ m2 M11 
1 mii V miz— mal" 
10 mzma V _ | mui-ma 
0 mi mi2—m22+1 


已 知 so(3) 与 su(2) 同 构 , 生成 元 为 Lo = (Ез. Eo2)/2 Li = 
-Ei2/V2, L-1 = Ez1/V2, 注意 到 j= (mia т2 2)/2,m = mi í — 
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(mi 2 + ma 2)/2, 则 so(3) 的 表示 矩阵 Lo|j m) = πι] m), (7 m+ 
Ц.) m) = TG m) + m + 1)/2 SH (28) 和 (211) 诱导 
出 的 结果 一 致 ， 考虑 mí, = 1,т%5 = 0,m! , = 1, 对 应 so(3) 的 
|1/2 1/2) Æ, W miz = Lmz = 0, ту = 0, 这 对 应 于 so(3) 的 
[1/2 —1/2) Ж. 由 (2.17) 诱导 出 的 广 = 1/2 的 CG 系数 与 已 知 
so(3) 的 结果 一 致 . 

需要 着 重 指出 式 (2.16) 的 Conden-Shortly 惯例 ， 与 我 们 后 面 
u(3), u(n) 采用 的 惯例 不 一 致 ， 记 Γι(1) = (mis +1 maz), Г2(2) = 
(miz m22 十 1), 后 面 将 规定 最 低 权 态 ma 1 = πιο ο 的 约 化 系数 


I: Г, Г? 
? 2 2 » 0. (2.18) 
72 2 


m22 ma2—m5s 
这 相当 з0(3) 中 规定 Q —3là - лр —3 ji) > 0. 因此 若 由 后 面 
公式 算 so(3) 的 CG 系数 ， 将 与 Conden-Shortly p (ti-i 
因子 . 


2.3 u(3) 的 表示 


gl(3, R) EE gl(2, R), 所 以 其 生成 元 除 gl(2, R) 的 生成 元 外 ， 
还 有 生成 元 E33, Ез, E23, Es i, Ёз 2. W gi(3, R) 有 限 维 解析 不 可 
约 表 示 为 Ts = (mis,mə 8, πια 3), 用 g1(3, R) D gl(2, R) 5 gl(1, R) 
来 标记 Γι 表示 空间 的 态 ， 称 为 Gelfand 基 ， 因 为 上 述 每 步 都 是 简 
单 约 化 ， 所 以 这 标记 是 完全 的 . 用 Г, Г 标记 gl(2, К), οἱ(1, R) 的 
不 可 约 表 示 ， 则 Γ 包含 满足 下 式 的 Г, Г 各 一 次 . 
туз > mia > M23 > M22 2 mas, 


(2.19) 
mio 2 туң > m22. 


所 以 Ts 表示 空间 的 正 交 归 一 基 可 以 取 为 
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18 "hia m23 M33 
I5 = туз M22 


Γι πει | 


w Py = (mia, mə s), Γι = (mi 2), id P> = πιο αν πας s), Γι = 
(ma 9). 对 固定 的 Ts, Г 的 最 高 值 为 Ê, D 的 最 低 值 为 P, 对 固定 
的 Го, Γι 的 最 高 值 为 Γι, Γι 的 最 低 值 为 P, Γι 的 最 高 权 态 和 最 低 


I5 I5 
BS A ) A} Ὦ 
h Γι 


HEPI, gi(2, R) 生成 元 的 表示 矩阵 和 约 化 系数 是 已 知 
的 ， 所 以 求 g1(3, R) 的 表示 ， 只 须 求 E33, Era, Eos, E31, Eso HR 
TER. HA Усу, Epp 本 征 值 之 和 恒 为 072 туз, ME 


了 3 I5 


Es 3 I5 - (> Tüp3 一 > mq JE . (2.20) 


n n 


这 说 明 91(3, R) 的 Gelfand 基 ， 具 有 确定 的 权 ， 即 表示 空间 是 按 权 
分 解 的 ， 而 且 解 除了 权 空 间 的 简 并 . 而 Es; Es2 分 别 是 Era, E23 
的 厄 米 共 轿 ， 所 以 对 厄 米 表示 ， 只 须 求 出 E3, E23 的 表示 和 矩阵 即 
uj. 

由 上 节 知 在 gl(2, R) 的 (10) 不 可 约 表示 中 ， 其 生成 元 E; 只 
有 下 列 非 零 矩 阵 元 ， 
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10 10 10 10 
Ei? -1, E21 =1. 
1 | 0 0 1 
ijk = 1,2 有 
t i 
10 10 
[Bij, Eus] = У; | ‚ | Ei E 3. (2.21) 

j-o N Ë k 


所 以 Ез, B23 构成 gl(2, R) 的 (10) 秩 不 可 约 张 量 ,它们 分 别 对 应 


于 n ; N ) 分 量 . H Wigner-Eckart 定理 和 已 知 的 gl(2, R) 


约 化 系数 ， 求 Ез, Ез 的 表示 和 矩阵 元 问题 ， 就 变 成 求 它们 的 约 化 
和 矩阵 元 问题 ， 定 义 约 化 矩阵 元 为 


I5 13 

I5| Ej 3) Г, 

r: n 

_ /10 mia πιο | mia m5; I5 E Г 
τν mii mi Ie ° n) 


(2.22) 


为 简化 符号 ， 并 与 gl(n, R) 不 可 约 表 示 的 符号 一 致 ， 设 In = 
(mas, ttt, Mins’: Mnn), Y T, (+i) = (Mins: Mint 1,: ` Mnn): 
例如 (£1) = (т 1 £1, m22), Γο(1, 2) = ((m1 í + l, m22 + 1), 等 
等 . 

利用 对 易 关 系 [Ez 3, E32] = E22 — Es s, ЖЕЖ, JA 


Ts 了 3 
左 和 右 分 别 作用 DOD | 和 | Για) ‚ 并 代入 gl(2, R) 的 
moo + 1 тә + 1 


CG 系数 ， 取 态 的 相 因子 使 约 化 矩阵 元 为 非 负 实 数 ， 可 得 约 化 矩阵 
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元 满足 的 齐 次 方程 
I5 I5 Ts Ts 
E 
( D3(1,2) 65] na) )( pa) | | RA ) 
D ) 


{mi — m22)(m12 — M22 + 2) I5 ΠΡ 
i mi 22 + 1 


Τι) |. |n 
Γ Γ 
Χ 3 Es 3 . 
T:(2) Г, 


13 I5 
从 左 和 右 分 别 以 Г,(1,2) | 和 | I , 作用 于 对 易 关系 
m22 十 1 rn22 
[Ei 3, E2 3] = 0, пана ана РК 
does ual Е 7 
(πι12 mai (1,2) Is(2) 


Gr 
Gol) aan 


(2.23) 


独立 的 齐 次 方程 只 有 (2.23) (2:24) 这 两 个 ， 从 它们 可 以 解 出 


(naal? "κων 


ΙΗ 


(2.259) 


ΠΤΙ 


(2.350) 


下 面 再 利用 对 易 关 系 [82 з, E32] = E23 一 Esa, ЖИЛ 38 3t SR 3 


. 了 3 Ts 
件 ， 从 左 和 右 分 别 作 用 ΓΤ 1 和 | Γι ), 可 得 约 化 矩阵 元 满足 
I Γι 
的 非 齐 次 方程 
тати (7) T5 ) 
туз - ma \ I> | ° I5(-1) 
т тш I5 ) 
mi, — m22 + 2 V Г ° T,(—2) 
= та ти ( I5 һу 
 ma2 — то + 1 \ ΓΟ(1) 3 d D 
mii 一 M22 ( Ts | | sy 
ll 2 Es 
mi; — m22 + 1 \ I5(2) Г» 


+ 2rm12 + 2M2 一 M11 — mis — M23 一 mas. 
(2.26) 


注意 到 约 化 矩阵 元 与 mii ER, 因此 可 以 取 ma ι 的 不 同 值 而 得 到 
不 同 的 方程 ,但 其 中 只 有 两 个 方程 是 线性 独立 的 . 为 与 gl(n, R) 的 
计算 一 致 ， 从 最 低 权 开 始 递 推 ， 取 mil = matl M mi = mo, 
得 到 下 列 两 个 方程 
B V 
nc») 


m12 — M2 — 1 » 
— — 3 


12 — m22 Г, 
2 13 B V 
EDI ° nc») 
. _ M2 — M22 T3 I5 ? 
A ? n) 


һу 
Г, 


k 


+ 1 ( I5 
mi? — m2; + 1 \ Г,(2) 
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+2mi2 + Maz — туз — M23 — mas — 1. (2.27a) 


πο lace) 
pl py/ 'παχ-πιρρ {2 Vr; || | (2) 
(n. E MEE + 
= m Тоо 一 M13 — M23 一 M33, 
Dj) 3 r, 12 22 13 
(2.27b) 
从 (2.27) 可 得 递 推 关系 
Dd D? 
SEM 
Г,(1) Г, 
(T Г» у 1 " Г» у 
= Ез 十 一 一 一 一 一 ~ 3 
了 2 L;(—1) mMy2—Me24+2 V Г» Γο(-2) 
8 2 
+ Y mys — у, πιο” M12, (2.28a) 
p q 
Γ ΓΝ 
solli) 
I> (2) Г» 
1 I5 rs \? I5 B V 
= 一 一 一 一 一 3 十 Es 
m22—m1i2 X ΓΩ I5(-) Г, Г,(—) 
(2.28) 


3 2 
+ Ὁ mps 一 》 та —ma2+1. 
p q 
从 最 低 权 态 出 发 ， 由 递 推 关系 (2.28), 经 数学 归纳 法 计算 ， 可 得 
Galli) 
T2(1) Г» 
_ (mia — mi2)(m12 — тоз + 1)(m12 — maa + 2) 
mi2 — m2» t 2 ᾿ 
(2.292) 


E 
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Г. INE 
(nol In) 
(тоз — тоз) (таз — m22 + 1)(m22 — mas + 1) 
ү -m 
Ma2 ime (2.29b) 


为 与 gl(n, R) 不 可 约 表 示 的 符号 一 致 ， 设 Г, = (misso ma), 对 
mik ТЕЗЕ ЧЁ, жк = ть tk—t. ΠΠ туз = ri 3-2, 222 = то 2, 
等 等 XP i = 1,2, Es 的 全 部 约 化 矩阵 元 可 表 成 


B s| у zen: Zr Ὁ (2.296) 
T2(i) I; [lazyi(Ta2 ~ 2i2 — 1) 
以 下 讨论 91(3, R) 不 可 约 表示 的 直 积 约 化 . 
设 T; = (mi 3m3 3 m3 3); ΓΑ = (тї з, m5 4, m3 3) 是 gl(3, R) 


的 两 个 不 可 约 表 示 ， 它 们 的 直 积 约 化 为 ГӘ Ty = en mn. 注 
意 此 时 一 般 不 是 简单 约 化 的 ， mr 是 不 可 约 表示 Ts 的 重复 度 . 


r: n Γι 
取 Гз, ΓΑ, Г» 表示 空间 的 基 分 别 为 | 及 ),| ГУ ),| Γι ), Βα 
T! T” n 


B=1,---,mp,, 是 标记 非 简单 约 化 的 量子 数 ，91(3, R) 的 约 化 系数 
为 


BIS ΓΙ m 
Da (T I 
nin rr 
Гг T! p Г! Г! 
ορ ἡ m) (nm τ). em 
12 I5 Г; Γι Гү Г! 
Г. Г! Г! 
其 中 ( 2 | 2 2 ) 是 gl(2,R) CG 系数 ,它们 是 已 知 的 ， 
Ii Ii Гү 
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PF BOR 91(3, R) 的 CG 系数 问题 就 变化 成 为 求 9l(3, R) 的 约 化 标量 


BIS | I3 
πεί n |r s ына 
1» n n 
从 Ess WEARI ( Γι | 右边 乘 以 | ГУ j 可 得 约 
11 rn тү 
化 标量 因子 满足 的 选择 定 则 
3 3 3 
Y mps = Š mis + Ὁ mpa (2.31) 
р=1 p=1 р=1 
Γι n m 
分 别 从 E23 和 Esa ΛΕ ( D, |, BAR) I? ГУ ), 
n n m 


利用 已 知 的 gi(2, R) 约 化 系数 和 Es 约 化 矩阵 元 ， 可 得 


Y 10 Dii T; Ij Ty | (~i) 
“\o n |n/XH ΓΙ n 
x Г» Γι r: ΓΡ B Is 
гу πι /\ г} m|ncg 


10 I2, DO) I) Ty | Ib 
-У( ο n| г \( г г n) 
1 n r: n ort | Γι 
T> (1) Г; m TG) IT | Р ) 
«Σ( 10 Fy | Ty) n Г; ГУ(Ф®) s) 
—N о Γη] orm n Г! | Γι 
«( n n n n m | BP 
I?( Iy Г; ГЕ) | D 
(2.32a) 
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Tx) m гу m 20 \ 
П n m|n 
НЕ ry т} 
12 Ij ΜΗ Г» (%) 
-Σί 10 I$-3 | 1% \( Г—3) I7 
1 0 Г Гү Г; ΓΙ’ 


Г; Г; ) n r 
x 
É B) / V Cj) rn 


I5 
n 


B Ts 
[2 


ιο ΤΘ] ry \ / T} ΠΒ | n 
+ > ( 0 ri I" Г! г" г 
k 1 1 1 Д Л 
Г; Гу Г; rz 8 n 
T . 
Iy 3 I#%(—k) Γ Γή) r, 
(2.32b) 


(2.32a) 是 由 Г 大 弟 推 到 ГУ 小 的 递 推 公式 ,而 (2.32b) A H Р Ἵν 
WHEE) D, 大 的 递 推 公式 , 约 化 标量 因子 中 量子 数 β 标记 递 推 关 系 
(2.32) 有 тг, 组 线性 无 关 解 . 

下 面 求 Ts = (100) 时 的 约 化 系数 ， 此 时 直 积 约 化 是 简单 的 ， 
B 量子 数 不 出 现 ， 以 下 将 不 可 约 表示 (10 0) 和 (1 0), 简写 为 1, 将 
不 可 约 表 示 (0 0 0) 和 (0 0), 简写 为 0. Ж Р = (00), Гү = (0), BB 
为 恒 等 表 示 ,， 代入 已 知 约 化 矩阵 元 的 值 ， 从 (2.32) 可 以 得 到 递 推 关 


系 
1 Γι 
T 
1 Г» 了 3 
"xcd (ney τ) 


1 Ts | Ps(k) 
ae n). pn) (2.33a) 


2 


3 


8T 


1 B | 0) 
(o T(t) 


T, (š) 
_ тылы Ts 50) 
У macto A0 ΓΙ Τ᾽ (2.33b) 
_ Γι | Dk 
当 Г, WEIR I = (mas mas) 时 ， , Ν ALL 
ο b| ὦ 
(; љ | B0) ) жя. 利用 约 化 标量 因子 的 归 一 性 
ο F, | Ё 
2 
BB by 2.34 
EG "PIE ση 
取 相 因子 使 T; = 0 约 化 系数 为 正 ， 
B| RD \ i (2.35a) 
0 Ё Р, ᾿ | 
由 式 (2.33а) 可 得 
1 Γι! rn 
1 P, O 
ος — —/ r | Γι) 
ου... р (1) ne. 
1 љ | rn) 
1 P, | ΓΩ) 
ος — —/ 1 Τι | Γι) 
ΠΟ τς P, (2) o) 
再 利用 归 一 条 件 ， 注 意 DL = 0 的 约 化 系数 相 因 子 为 正 ， 可 得 
1 Π | BD _ 1 (2.35b) 
0 (0) | O) 213—223 ` 
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1 ВЗ 13(3) \ _ 1 | 
| 0 (2) | Ё2) )- VD (2.35c) 


由 (2.35) 利用 (2.33b) 递 推 ， 用 数学 归纳 法 可 得 


1 Ts 

0 2 
利用 已 知 约 化 矩阵 元 (2.29), 式 (2.33a),(2.36) 给 出 全 部 gl (3, R) 的 
约 化 标量 因子 . 


由 g1(3, R) 的 有 限 维 不 可 约 表示 和 约 化 标量 因子 ， 可 以 诱导 出 
и(3) 和 su(3) 的 有 限 维 不 可 约 表示 和 约 化 标量 因子 . 


Ts(k) )- TI; (ze 5 — ας 2) (2.36) 


了 2 MCA, — Tp 3) 


2.4 u(n) 的 表示 


设 gl(n, R) 有 限 维 解析 不 可 约 表 示 为 In = (min Manh 
用 gl(n, R) Ὁ gl(n - 1, R) D --- Ὁ gl(1, R) 来 标记 Г, 表示 空间 的 
态 ， 因 为 上 述 每 步 都 是 简单 约 化 ， 所 以 这 标记 是 完全 的 . ИГ = 
(mii, mii), Γι E PAW Г, 各 一 次 . 


Mpi > Mp 1--1 > T1 i; (2.37) 


可 以 取 为 


T, Min Men … Man 

Dua MIn "7 Mni nl Г, ) 
dm] 

Γι 7 1 


Yn ЖГ, 分 量 指标 Dao 05. WA Gelfand Ж. 
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对 固定 的 DS Doi 的 最 高 值 为 Γι = (mat, Mii) fa 
的 最 低 值 为 Di = (mi mi 的 最 高 权 态 和 最 低 权 态 分 


г, Г, 
Îr I, Inv I 

别 为 | T J=} ) s ΠΝ ) tanan 
М Yn Yn 
Γι Γι 


ж (10... 0) Ж (0...0) 分别 简写 成 1 和 0 . 

由 前 节 讨论 ， 9102, R), gl (3, R) 生成 元 表示 矩阵 和 约 化 系数 是 
已 知 的 .本 节 将 用 数学 归纳 法 ， 去 求 9l(n, R) 的 不 可 约 表示 Г, 的 
表示 矩阵 和 约 化 标量 因子 . 

设 对 所 有 小 于 等 于 n 的 gln, К) 均 满 足以 下 结果 . 取 rpi = 
Mpiti-p, TH Epn 的 约 化 矩阵 元 可 表 成 ， 


( T, In )- - Пр (ера — Tin-1— 1) 
Гл—1(%) Da Пр (za n-1 一 Tin-1 一 1) 
(2.38) 
gl(n, R) 的 约 化 标量 因子 可 以 写 为 
1 T, Г,(К) IL (ten — Sq 5-1) 
= | ————Ə,,P 2.39 
| 0 Inai Ina IL (zz п — Zp n) ( ) 
1 Th | nV. 1 
1 Tni Γη (z) B Tka—-Tin-1—1 
i ( T, Г, 1 T, Γε(Κ) 
Dai) Da /\ 0 Dag | Dag) / 


(2.40) 

下 面 将 证 明 式 (2.38),(2.39) 和 (2.40) Æ n "Ep nm + 1 时 成 立 ， 即 它 
们 也 适用 于 gl(n + 1, А). 

gl(n + 1, R) 包含 gl(n, В), 所 以 其 生成 元 除 gl(n, R) 的 生成 元 

Sh, 还 有 生成 元 ООЁ фт sep Ёз n41 ;Enntl Eniiis ,Bntin. 
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由 于 gl(n, R) 的 表示 是 已 知 的 ， 所 以 只 须 求 En4i πι, Baty, 
Enn Enpi Entin 的 表示 即 可 . 利用 Dot Epp 本 征 值 之 
和 恒 为 ΣΡΙ Tp n4-1: 故 有 


Ina n+l 了 n+1 
Esci nii | Г, = ( > Mp nm 十 1 一 ym 3 Г, . (2.41) 
I Ύπ 


说 明 gl(n,R) 的 Gelfand 基 有 确定 的 权 ， 即 表示 空间 是 按 权 分 解 
的 ， 并 且 解 除了 多 重 权 的 简 并 . 而 E... = El. μι. 所 以 对 gl(n + 
1, R) 的 厄 米 表示 ， 只 须 求 出 Einn 的 表示 矩阵 即 可 ，i = 1 

由 式 (2.38),(2.39),(2.40) Al (п, R) 生成 元 E; ; 的 表示 矩阵 是 
已 知 的 . 特别 是 Г, = (1) = (1,0,…,0)} BF, xf: cj Mh Rak EJ 
为 由 1 和 0 构成 的 n 一 1 维 列 和 矩阵 ，k' 有 i 一 1 个 0,k 有 j 一 1 个 
0 时 ， 有 


其 他 kk 的 矩阵 元 为 零 ， 从 对 易 关 系 


[Bi j, Ex п+1] 
= ó; kEi афі = 5 δ; kó; e Ёк nti = У (k'| E; ;|k) Ek πει, 
kr m 


可 以 看 出 Επ ιν... E, nti En npa 构成 gl(n, R) 的 (1) 秩 不 可 
约 张 量 . 不 可 约 表示 (1) 表示 空间 的 基 可 用 1 和 0 构成 的 nn 维 列 向 
量 表 示 . Е πριν.» En-1ntis En πι 分 别 对 应 于 nn 个 1,…,2 个 
1, 1 个 1 的 列 向 量 分 量 ， 由 Wigner-Eckart 定理 和 已 知 的 gl(n, R) 
约 化 系数 ， 求 Ein 的 表示 和 矩 阵 元 问题 ， 就 变 成 求 它 们 的 约 化 矩 
阵 元 问题 .定义 约 化 矩阵 元 为 
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Ina Ini 
I7 |Eina| In 
Yn Yn 
1 Γι T; Dua Inti 
= A; , ο. 
1 Yn Yn Г, T, 


(2.42) 


利用 对 易 关 系 [En nti, Ём+1 nl = En n— End n+l; MAMA 


T,+1 Isa 
分 别 作用 D) f D) ; 用 gi(n, R) 
[νι (ἱ--1, 1-1) Da(i-1,3-1) 


的 CG 系数 ， 如 
1 I Ii) _ 1 
0 D1(i—1) P,_1(i — 1) i Туп Tin 
1 In 
0 PF.aG-11j-1) 


I, (2) 
Ѓ,1(2- 1,3-1) 
fin —Tjn — 1 


(21 n — ti n\(Lin 一 Tj n) 


1 r, DG) 
1 Γη (i — 1) πιά -- 1,1 -- 1) 


1 215 2jn — 1 


Lin Ъул Tin — Tin 


1 Ii) Fali, 1) _ Тра — Z; F — 1 
1 P.aG-1)| T 


TL,-A( m 1,7 = 1) 
等 等 . 取 约 化 矩阵 元 相 因 子 为 实 , 可 得 纹 化 矩阵 元 满足 的 齐 次 方程 


Tin— Ту 
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| Insi 1 Ia | Гл+1 Е 1 Dua 
гъ [|nO0/NnmG2] АФ / 
_ V (fin — tja + 1)(tin — Tjn — 1) ( Tasi E ΓΕ 
ССС . n+ 
Lin 一 Zjn Г, (1) Г, 
、 ( Da ТЕ ) 
. n+ ` 
T,,(9) Г, 
(2.43) 
Г. 了 n+1 
从 左 和 右 分 别 以 Tali, ἢ) 和 Г, ,作用 于 
Tra(i—1,7—1) Di(i—1) 


对 易 关 系 [En ntl) En-1 ati] = 0, 代入 gi(n, R) 的 CG 系数 ， 可 得 
约 化 矩阵 元 满足 的 齐 次 方程 


Гл+1 Γη γι Dua Γι 
. | Enti . ‚|| Ёп+1 
(zin — £in — 1) ( Tayi Dua ) 

= | ——— a | Enga 
(tin — jn +1) NI (4, j) D) 
ua Dua 

x En . 2.44 

o ΤΠ r, ) (2.44) 


A (2.43)(2.44) 包含 所 有 独立 的 齐 次 方程 . 取 约 化 矩阵 元 相 因 子 为 
正 ， 对 所 有 的 ¿j < n, 可 以 解 出 


e PE ro) 


n+l 
= | (Ejn — fin — 1) v Е, 
(Zin ~ Lin) Για) 


(πη) 
D 


下 面 再 利用 对 易 关 系 [En »+1› Ent1 n] = Enn - Ens n+l, 从 


n+l 
(2.45) 
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Dua Isa 


左 和 右 分 别 作用 Г, | 和 | r. J AAR RRA, BT 


Ya Ύπ 
得 约 化 矩阵 元 满足 的 非 齐 次 方程 
1 г, | nG V / n ha Ν᾿ 
n nt ntl n+l 
E Da ΜΝ or "I r, ) 
__ 1 Γεί--3) I ? Isa E ns ? 
一 n+1 . 
j 0 Г. Da I Г„(—7) 
n-1 n+l n 
+Y arnt >》 zpnhH 一 2Y zon— 1. 
' ° | (2.46) 


注意 到 约 化 矩阵 元 只 与 Dua 和 Г, 有 关 , 因此 可 以 取 Г, 1 的 不 同 
值 而 得 到 不 同 的 方程 , 但 其 中 只 有 ?个 方程 是 线性 独立 的 . 从 最 低 
权 开 始 递 推 , 取 In = Da Гь = nili) Wi = ln, 
从 (2.46) 可 以 得 到 下 列 非 齐 次 方程 ， 


v^ y 
ñ Eni 
Ii) I 
z 1 (^ ny 
= — +1 . 
πι π.μ} 
п+1 \n 
+ Уран 3 zan 一 zin 一 1 (2.47) 
P q 


X (2.47) 可 作为 具体 计算 约 化 矩阵 元 的 递 推 关 系 . 
从 最 低 权 态 出 发 ， 取 In = Γι, 注意 此 时 有 Eqn = Zg+1 n41: H 
递 推 关 系 (2.47) 可 得 
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Ina Inpa 

Fi) Р, 
П (tp net — Fin 1) 

IL (ša n — Žin 1) | 
可 见 当 п 变 为 n 十 1 时， 最 低 权 态 的 约 化 矩阵 元 也 满足 式 (2.38). 
用 数学 归纳 法 ， 设 


Dnt 
Tali) 
则 由 (2.45) 递 推 一 次 ， 可 得 
( {πει Dua ) 
Tali j) D) 
_ рь — 2—1 nm 
= Xin — Tin Ii) 


Dagi 
Г, 
4 - Isa — Bin — 1) 


Ent1 ) = Zi n41 — Z¿+1 n41 — 1 


Ia ) | = Ii (zp n41 = Zi4-— 1) 
Еъ+1 一 


ρου -zi.-1l) ' 
(2.48) 


n+l 


Esa 


(дуп — vin) П; (Za n — Tin- l)’ 


仍 满足 式 (2.38)， 所 以 对 glin + 1, R), 约 化 矩阵 元 公式 (2.38). 成 
立 ， 因 此 式 (2.38) ERY. 
我 们 也 可 以 取 
Gq = Tqn— Tin, Gq — 0j = Zq a — Tj na 


Ар = Zpn4i — Tin, Αρ- a; = Ypn4i-— а. 


将 式 (2.48) 和 
Dua - - 
Г.(=3) 


n+l 
ID. (=, nad 2} п) 
П; (za n — Tj) 


, 
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直接 代入 (2.47) 式 ， 来 证 明 两 端 相等 ， 在 证 明 中 用 到 恒等式 
IPE (Ap - bi) 


p=1 
IT (aq — bi) 
Sz [D (Ap - αἱ) > y 
- ciae Ap- V^ a, — bi. 
(Па LOU Rag 
恒等式 (2.49) 的 证 明 需 要 用 到 以 下 恒等式 ， 
1 - 1 
Ia ἢ 2 суа, а) 
n a? 
=n — = m = 2,::: ,n, 
HI NUR ° Í (2.50) 


а; 


=> Ξ- ( -- n+1 

j Hegia ©) Cr 
= ( —yn+1 a 
Пес a, ~ aj) ω > 4 


将 式 (2.49) 左右 端 分 别 展开 ， 利 用 式 (2.50), 比较 Πρι Ap 

k Прук Ap, Укы IL. к Apis a Ap, 和 常数 项 系数 ， 
可 以 证 明 左 右 端 相 等 . 

以 下 讨论 gl(n 1, R) 不 可 约 表示 的 直 积 约 化 . W Mht = 

(Mi nt Ma адо Mn) Dua = (MY np Meng 
Mapi nyi) 是 gl(n + 1, R) 的 两 个 不 可 约 表 示 ， 它 们 的 直 积 约 化 为 
Dhr D Гу. S 9er mr Isa 注意 此 时 一 般 不 是 简单 约 化 的 ， 
mp χι 是 不 可 约 表 示 Dua 的 重复 度 . 取 Γη μι Гар Patt 表示 空 


Dua Га Da 
Г! IT I 

间 的 基 分 别 为 . TN |. ; gl(n + 1, R) 的 
I1 Гү Г, 


CG 系数 为 
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B Tari) Гы Гун 
Γ, Г! Г” 
Y 4! y! 
„(8 Гы пау Γι m) 
i Г, г г" „|, a 
n " Yal m Mn (2.51) 
Γι] Dn Гг" 
其 中 gl(n, R) 的 CG 系数 ; ο... 


gl(n * 1, R) 的 CG 系数 问题 就 变 成 求 gl(n + 1, R) 的 约 化 标量 因子 


Г, Da Г" . - _. 
| Bins 1 ) внш. 量子 数 8 标记 非 简单 约 化 ， 
Г, г, г!" 
πό 
Da Da Гуа 
分 别 以 r | I? г" ‚ 从 左 和 右 乘 E; i, 可 
Yn Yn Ύπ 


得 约 化 标量 因子 满足 的 选择 定 则 


Simp = Sim Ути, 1=1,:: Tn + 1. (2.52) 
p=1 p=1 p=1 


B Ds Гаф Гаф 
分 别 以 In | 和 | Г" ), R Enny M E Sis 
Yn γη γη 


并 利用 厄 米 表示 条 件 ， 注 意 约 化 矩阵 元 为 实 ， 可 得 gl(n + 1, R) A 
化 标量 因子 满足 的 方程 
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“ 


г" | 
Yn 


B Ina 
Г,.(—0) 


" 

n+1 
" 

Γη 


) 


En n+l Г 

(44 Ύπ 

8 Гл+1 
T, 


ГА n 
ry, n+l 


n 
Ta 


+1 
Tü) 


| 


4 


Σ 


1 


H 
n+1 


г (k) 
Yn 


at 
Ina 


TV 


T (8) 


En nt) | 


B Da 
Г, 


I 
Ia 


Г! 


) 


Га+1 
Γη (3) 


Yn 
<( 


n 
I» 


“ 


En п+і Y 
n 


> 


1 


n 
Da 
" 
L, 


1 

Ia 
П 
Г, 
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I" 
Yn 


F,(-t) 


In 
Yn 


it 


In (k) 


n 


Yn 


Γη 
Yn 


) 


(2.53a) 


=X. ( D Εκ] Γι 
j 


Ύπ Yn Yn 
Yn Yn 
„{ Па Tin | Ara 
TL (j) I I 
Tayı Tasi 
" I ΓΚ I, 
t Ги | Enna TROE) I Á "C ) 
k y! y! Yn Yn Yn 
x Da ` Tay 8 Dua 
Г. Για n jf 


| (2.53Ь) 
(2.53a) 是 由 Г, 大 递 推 到 Г, ЛУНЕ ЕА RR. 而 (2.53b) 是 由 Γι 小 
递 推 到 T, 大 的 递 推 公式 . 


AFR Гы = (1) = (10 ..- 0) 的 约 化 标量 因子 .此 时 直 积 
约 化 是 简单 的 ，6 量子 数 不 出 现 . ЖГ, = (0 -… 0) = 0, 代入 已 
Ж gl(n, R) CG 系数 和 gl(n + 1, R) 约 化 矩阵 元 的 值 ， 可 得 递 推 关 


系 如 下 
1 Ina 
4 In 


Г.+1(6) 
г) 


_ 1 ne HJ 
Tk nbl — Tin -1 I&(i) "+1 I 
1 TL,+ | Tnri(k) 
x , 2.54 
(о mo τν) (2.549) 
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(5 Du o) 
0 Г. Tali) 


- e Ia iu 
ү Zk n+1 一 Tin 0 Г I (2.549) 
对 最 低 权 态 ， 利 用 约 化 标量 因子 的 归 一 性 
I Гы | Tn(k) И 1 Гы 
1 Ё, | Ё.(к—1) 0 P(k-1) 
(2.55) 
规定 I, —0 的 约 化 系数 相 因 子 为 正 ， 由 式 (2.54),(2.55) 可 得 
( Po лы | ль )- / 1 С (об) 
0 I,(k—1)| T,(k—1) Linti— Zk n+l 
利用 递 推 关 系 (2.54b) 和 数学 归纳 法 可 得 
1 Inya 
0 7, 
Җ (2.57) 和 (2.54а) 说 明 ， 对 gl(n 十 1,R), 即 nn 变 为 n 十 1 时, δῆ 


化 标量 因子 公式 (2.39),(2.40) PRZ. 所 以 约 化 标量 因子 公式 恒 成 


M. 


Da) V, 
D. (k-1) | 


(2.57) 


n+l И 
Г, pak (Lk ntl 一 Zpnti) 


Гл+1(Ё) ) _ IT; (жк n+1 一 Tqn) 
П 


以 上 用 数学 归纳 法 求 出 了 gl(n, R) 的 不 可 约 表示 和 约 化 系数 ， 
由 此 可 以 诱导 出 u(n) 的 不 可 约 厄 米 表 示 . 由 于 slín, R) 元 素 阵 迹 
为 零 ， 用 同样 方法 ， 只 须 将 上 述 gl(n, R) 的 Cartan 子 代数 基 改 为 
迹 为 零 的 基 ， 如 


Н; = (n- Ί)Ειι- M E; 3}, t=1,---,n, 
了 天 


H,+---+H, = 0, 
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或 


ha, = Bii- Ела, t= 1,1-1, 


等 等 ， 就 可 求 出 sl(n, R) 的 不 可 约 表示 . ЖУЛ лж Жл επ 
gl(n, R) 诱导 出 的 结果 一 致 ， 其 非 对 角 元 素 EL; 的 约 化 矩阵 元 与 
gl(n, R) 相同 ， 其 约 化 标量 因子 也 与 gl(n, R) 结果 相同 . 

从 gl(n, R) 和 si(n, R) 都 可 以 诱导 出 su(n) 的 不 可 约 表示 ， 并 
且 得 到 相同 的 结果 . 

实 李 代数 gl(n, R) 上 述 有 限 维 解析 不 可 约 表示 的 复 扩充 ，, ЖЯ 
李 代 数 gl(n,C) 的 有 限 维 不 可 约 表 示 ， 但 不 是 厄 米 表示 和 解析 表 
m. 
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第 三 章 ” 李 代 数 o(n, R) 的 表示 


本 章 讨论 李 代 数 o(n, R) 的 表示 . 第 一 节 简 述 李 代数 o(n, С) 
和 o(n, R) 表示 的 性 质 . 第 二 节 给 出 o(4, R) 的 不 可 约 表示 和 约 化 系 
ἈΚ. 第 三 节 给 出 o(5, R) 不 可 约 表 示 和 约 化 系数 .第 四 节 给 出 Gelfand 
3E P, olp, R) 的 不 可 约 表示 和 约 化 系数 ， 第 五 节 给 出 Gefand Æ 
F, o(2p 十 1,R) 的 不 可 约 表 示 和 约 化 系数 . 


31 RH ohn R) 表示 的 基本 性 质 


从 第 一 章 知 道 ，m 维 正 交 李 代 数 
o(n, C) = (z € gl(n, C)|z* H + Hr = 0, Ht = H) 


Ф n = 2p 十 1 时 为 B, 34 n = 2p 时 为 Dp, 所 以 o(n, C) 是 单 李 代 
ΕΦ 
ER n 维 对 称 和 矩阵 五 为 单位 矩阵 ， 则 oln, C) 元 素 为 n ER 
ХЕ ВЕ, Bl ct = —z. WOES; 是 第 i 行 第 7 列 元 素 为 1, 其 余 元 
ЖАЗ пхп 维 复 矩阵 ， 则 oln, C) 的 n(n — 1)/2 个 生成 元 可 以 
取 为 
Ijk = Ej, — Ex j. 
Ў} j,k =1,---,p,7 >k, Bp = o(2p+ 1, С) 的 Cartan-Weyl #4 
H; = ily; 25-1, 
Eve; tex) = [iU2-125—i F fan 25) — (I2k-1 2j + Dk 25-1)]/2, - 
(3.1) 
E_(e;te,) = (Dki 23-1 F Dk2;) + (Dx 1 2; + Iak 2j 1)]/2, 
Exe; = V1/2[Uop41 25 + Гра 25-1]. 
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Dy = o(2p, C) 的 Cartan-Weyl 基 为 


Hj = ilo; 25-1, 


Eve; +e ) = li(Iak-12j-1 Е Tok 2j) ~ (Ι2κ--1 2j + Ix 25-1)]/2, 
(3.2) 
E_(e;te,) = [(Їзк-1 25-1 F Lor 21) + (Dox-12j + Izk 251)]/2. 


H (1.53) ЖП o(2p + 1,C) 的 紧 致 实 形 o(2p + 1, R) 的 生成 元 为 


H; = -Iz 2j-1, 
Ul(ej+er) = —lak-12j-1 + κα], 
Viejxex) = —I2k-12; F Tek 23-1, (3.3) 


UL, = -Ψ2]χρει 2j; 
Ve, = V2Iopi1 οἱ. ι. 


o(2p,C) 的 紧 致 实 型 o(2p, R) 的 生成 元 为 


Hy = 3-1, 
Ulejter) = —Ik-12j-1 + Tak 25, (3.4) 
Viejzex) = —Dk-1 2} F Dok 25-1- 


SLE XR 


[£5 κ, Dim] = ὃ} et δν m — 6; Mk m — Ok mlj, (3.5) 


T; ЖЮ Жї, Bp 
I=- jk (3.6) 
如 与 物理 上 惯用 厄 米 算 符 一 致 ，o(n, R) 的 基 可 取 为 


Jj k = Mj x, 


(3.7) 
J k= J; k. 
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在 Cartan-Weyl АО, HX o(2p, R) 和 o(2p + 1, R) 的 Cartan 
子 代 数 基 均 为 H; = iljz, j = loop 5 oo(n С) 一 样 ， 
o(2p, R) 和 οϑρ +1, R) 的 不 可 约 表示 可 以 用 此 Cartan 子 代数 对 应 
的 最 高 权 来 标记 . W 0(2р, R) 的 最 高 权 为 Pos = (mi 2p, +++, Mp 2p). 
i o(2p + 1, R) 的 最 高 权 为 Ipsi = (ma 2p41 Mp 2p+1): 根据 节 
1.4 讨论 ， 知 


т 2p > > тру 2p > |mp 2p) > 0, ` (3.8) 


тү 2p+1 2 00 2 Mp-12p+1 > Mp 2p+1 2 Ü, (3.9) 
H т; ορ, 和 m; 2p+1 均 为 整数 或 均 为 半 整 数 . 

W Гь4 = (mi 254-1, M2 2p4-1, 77 ^, Mp 2p41) 是 O(2p+ 1, R) 的 不 
TARA, M op 可 以 约 化 为 其 子 群 o(2p, R) 不 可 约 表示 T>, = 
(ту 2р, M2 2p ,Tp 2p) MAM, Dpi 包含 满足 下 条 件 的 Γον 各 
一 次 ， 

πει 2p+1 之 1 2р 2 M2 2p+1 > M22p 2> : ` ° 
2 mpəə+1 > Mp 2p > —Ёрэр+1. (3.10) 
I T = (та 2р, M2 2p, Mp 2p) 是 o(2p, R) MADARA, 则 Ty 
可 以 约 化 为 其 子 群 o(2p — 1, R) 不 可 约 表示 Da = (m ap 
m 2p 一 1) ^ 5 Tip 1 2p-1) 的 直 和 ， Гәр 包含 满足 下 条 件 的 Γορ-ι 各 
一 次 ， 
Mi 2p 2 M1 2p—1i > M2 2р 2 M2 ap-1 > 
> Mp-1 2p 2 Mp—1 2p-1 > |Mp 2l- (3.11) 


由 节 1.4 给 出 的 Chevalley 基 下 不 可 约 表 示 的 维 数 和 Chevalley 
基 与 Cartan-Weyl Ж] BMRA, WG o(2p + 1, R) 不 可 约 表示 


Top41 = (M1 ap+D ma 2p, ip2p+1) 的 维 数 为 
Tn; +1 T+ mjo +1 
(рњ) = d( "Ilr 2р+1—1—] ), (3.12) 
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其 中 


p 

mk2 Sta 2pH Mj 2p4-1 — M541 2p+1 
4(4)- [] (a+ m ru lr ΓΙ 
k=1 


2 = 1,- . -,p-1, i= 1,:: ud o(2p, R) 不 可 约 表 示 Гәр = (Map, m22p, 
PLOTS 的 维 数 为 


TE е) "рт 
аг. (1 + ——— 1+—— 
( 2p) = DI Ш 一 了 ) 

(3.13) 
其 中 天 = 本 
p 
Mk 2p + Mp-1 2 T 2р — Mj+12 
44) = Цан τα 


k=1 


J = ο... 1,2 = 1,:- Ss) 以 后 求 表 示 时 常用 变数 Tk 2p+1 = = 
Mk 2p+1 +p-k, 和 Lk 2p = Mk 2p tP- k, 维 数 公 式 表 成 


(2p – ET 


| (2p — (2: opti + 2p apt + 1) 


d(T2p+1) = P: MES 


Р—1 j 
x I] Πα. 2р+1 — Tj;+1 2p+1)(Zk 2p+1 T Tj 2p+1 + 1). 
j=1 k=1 


(3.12) 
Ῥ 
(2p— ar 
d(T2») = =e орау T(zp- 1 2p + £p 2p)[Zp—1 2p — Tp 2p) 
p 
х; 2p + 2p 25) (2; 25-54 29 t5 2» to 29) (25 2p 1 2p) 
Ha 
pege 
x I! I: 2p 十 ZL 2p)( ZK 2p — 41 эр). 
E2 kA 


(3.137) 


以 后 求 表 示 时 常用 到 不 可 约 表示 维 数 之 比 ， 设 
T, (+) 一 (mis, t1, Misin: Min + 1, Mitin ttt "р а), Вр TL, (+i) 
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的 最 高 权 除 分 量 mau 与 Г, 差 正 负 1 外 ， 其 余 分 量 完全 一 样 ， 有 
维 数 比 公 式 如 下 ， 


d») _  Miyi(Tk 2p — Ti 2p)(2k 2p + 2i 2p) 


n , (3.14) 
d(Tzp(+i)) ΤΠ ίσκορ-- 2р T D (z& 2p + zizp £ 1) 


d(T2p+1) _ (22 2p 41 + 1) 


d(Iopi(i)) (2σι ρει + 3) 
Link 2p+1 — Ti 2p+1)(£k 2р+1 + mi 2p+1 + 1) 
= 


(3.15a) 


d(T2p+1) 
d(T2p+1(—i)) 
_ (22i 2p+1 +1) [I (zx 2p+1 Ti 2p41) (Xk 9p+1 i 2p41 +1) 


(22; 2p41 -1) RES 2p+1 7 Ti 2p+1 + 1)(£k 2ppi tT; 2p+1) | 
(3.150) 


本 章 给 出 的 是 o(n, R) 的 有 限 维 不 可 约 厄 米 表 示 ， 这 些 有 限 维 
不 可 约 厄 米 表 示 的 复 扩充 是 olm, C) 的 有 限 维 不 可 约 表 示 ， 但 不 是 
厄 米 表示 . 


3.2  o(4,R) 的 表示 


o(2, R) 是 一 维 可 解 李 代 数 ， 其 生成 元 为 iP 1, 它 的 有 限 维 不 可 
约 表示 只 有 一 维 的 ， 设 表示 空间 的 基 为 [πει 2), WA 


il, imi 2) = т] 211 2). 


可 将 表示 记 为 Г = тү». 

o(3, R) 1, 外 ， 还 有 生成 元 ils 1, ils 2. É o(3, R) ERER 
可 约 表示 为 D = (mis). Ж 1.5 P J =i, δει = Ἐπί» + 
131), j = mis, m = m. o. 并 且 已 求 得 o(3, R) Ὁ o(2, R) 的 不 可 约 
Jü 36 dez 12 Ж, BCG AM. 本章 o(3, К) 表示 和 矩阵 将 采用 
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节 1.5 中 结果 ， 但 约 化 系数 (1 πιο ji πιι|} m) 相 因 子 的 取 法 与 节 
1.5 的 Condon-Shortley 惯例 不 同 ， 具 体 结 果 见 表 3.1. 


X 3.1 CG 系数 (1 mz ji mij m) 


Grath Gm2) 

(2; (27,42 
G1-7mpH) GV Em) 
μπα 


Ga fra route 

(231-41) (25342) 

_ f GrtmyH)(ji—-m1) 
2irH) 


Біти) 
21+)0.9 


——MM 
Vii Git) 


Gima (д-т) (νι) tm) бунт) 4 σπαι-1) 
251 (2;1 +i) = jiQuu) 241 (2;rH) 


由 表 3.1 可 以 看 出 , 此 修改 为 将 Condon-Shortley 惯例 中 了 = ji 
#lj = ji- 148 CG 系数 改变 符号 . 修改 后 的 CG 系数 满足 对 称 
关系 ， 
2j 41 
23 +1 


对 οί», R) CG 系数 相 因 子 的 修改 ， 是 为 了 o(4, В) IB ΜΕ 
比较 简单 , 以 后 会 看 到 ，o(n 一 1, R) 约 化 系数 的 对 称 性 决定 o(n, R) 
表示 矩阵 的 对 称 性 . 而 oln, R) 表示 矩阵 的 对 称 性 又 决定 了 οἵη, R) 
约 化 系数 的 对 称 性 . Br ELE о(3, R) CG 系数 相 因子 对 后 面 o(n, R) 
表示 矩阵 和 约 化 系数 有 较为 简单 的 相 因子 起 了 关键 作用 . 

o(4, R) 包含 o(3, R), 所 以 其 生成 元 除 o(3, R) 的 生成 元 外 ， 
还 有 生成 元 iiia ila s. W o(4, R) 有 限 维 不 可 约 厄 米 表示 为 
Г, = (mi 4, ma 4), 用 o(4, R) D o(3, R) Ὁ o(2, R) 来 标记 Γι 表示 空 
间 的 态 , 因为 上 述 每 步 都 是 简单 约 化 , 所 以 这 标记 是 正 交 完备 的 . 
用 Гз, Г, 标记 o(3,R),o(2, R) 的 不 可 约 表 示 ， 则 Γι 包含 满足 下 式 
的 Ts, Го 备 一 次 . 


Сал mij m) = (—)% (1 —q j mj; m), (3.16) 


mia 2 тз > [πιο κ]. (3.17) 


7432 Mi? 2 —m43. 
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T, mi 4 M24 
所 以 可 以 取 | Γι = тд з A Γι 表示 空间 的 正 交 完 
Г» т] 2 
备 归 一 基 . 
w Ís = (та), Ё = (тз), id Ёз = (Ima a|), Ё = (-mis), 
对 固定 的 Γι, Ts 的 最 高 值 为 Ís, Is 的 最 低 值 为 Гу, AE ГУ, 
I4 
Г, 的 最 高 值 为 总 , D, 的 最 低 值 为 六. Γι 的 最 高 权 态 为 | Ís 
Г» 
H T o(3, R) 生成 元 的 表示 矩阵 是 已 知 的 . ТИ o(4, R) 的 表 
示 ， 只 须 求生 成 元 01,2, Паз 的 表示 和 矩阵. 把 它们 写成 张 量 基 
形式 
TG(85) = ils з, 
T(9(8,,) = VIJA 2 — 114 1), (3.18) 
7T(3)(6_1) = vA/2(1» +11). 


由 己 知 o(3, R) 的 (1) +" n] т BE 


(1 m1 >|Jo|1 mi 2) = mi 26m nis түз) 


(1 mi |1 mi 2) = Fy (1 mi 2)(2 = т, 2)/26 та 1:1 
和 对 易 关 系 (3.5), 知 T(3)(8,) 和 o(3, R) 生成 元 间 满 足下 对 易 关 系 : 
(Jo, T99(8;)] = Σα Bil Jolt BT (60, 


Bí 


3.19 
[JT 79(8;)] = δα B; Jit B)TO (8). (319) 
B; 


这 说 明 ΤΌ) (B), TO (8,,), T9 (61) 构成 o(3, R) 的 (1) 秩 不 可 约 
张 量 ， 它 们 分 别 对 应 于 m1 s = 0,1 -1 4E. 由 Wigner-Eckart ХЕ 
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理 和 已 知 的 o(3, R) CG RA, R TOG) 的 表示 矩阵 问题 ， 就 变 
成 求 它们 的 约 化 矩阵 元 问题 .定义 约 化 矩阵 元 为 


了 4 Γι 

mis | TO (8;) туз 

m^ 2 mi 2 
Г, Г, 

= (ñ тз malmia ma) ( TO) ) 
mis m13 


(3.20) 
从 定义 知 不 可 约 张 量 TO (8,) ЮЖН 


T(9(8,)! = TO (63), 
T (841) = -Т(9(8=1). 


由 约 化 矩阵 元 定义 , KEE AE 0(3, R) CG 系数 对 称 性 (3.16), 
取 相 因子 使 约 化 矩阵 元 为 实 ， 可 得 约 化 矩阵 元 满足 的 对 称 性 ， 


Γι I4 _ 2πι1 3-1 I4 Γι 
mis Ta ү 2913 +1 m3 т\з | 
(3.21) 
考虑 对 易 关 系 TOG), 7000841) = Jar, 从 左 和 右 分 别 作用 


TG TG 


T, Γι 
mis | fH | mis —1 ), ЖА o(3,R) 的 CG 系数 和 约 化 矩阵 
т\з mais — 1 


元 对 称 性 ， 用 ris = mis 作 变 数 ， 可 得 约 化 矩阵 元 满足 的 齐 次 方 
程 
T, ГА _ (=13+1) / Д Г, 
Ts(—1) I3(-1) (zis— 1) Ts I5 | 
(3.22) 


齐 次 方程 (3.22) 就 是 一 个 递 推 关系 . 
考虑 对 易 关 系 [T® (Bs), T° (B41)] = Ja, 从 左 和 右 分 别 作用 


TO (3) 
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Γι Γι 


mis | Hi | mia , 可 得 约 化 矩阵 元 满足 的 非 齐 次 方程 
Tni3 тіз 1 

(2513 — 1) ( Га |та пу 

z13(2213 + 1) Ts(—1) Г 
(221 3 + 3) ( I4 (3) Г, ) 
— (z13 1)(221 5 + 1) \ЛЫ(1) I5 
_ 1 [ο sy 
σι 3(%13 + 1) (n T Г» +1. (3.23) 


已 知 T(3)(6s) 是 Cantan 子 代数 的 一 个 基 ， 所 以 对 最 高 权 态 有 


T, I4 
ТП] 4 TO (83) TI 4 = M24- 
Τῃ1 4 Mia 


用 214 = та + 1,224 = mə 4 HBR, nf ELE Hi Ee pos B) 25) 4k, 


和 矩阵 元 为 
了 4 TG n _ Z14224 __ 
тул m1 4 V 21 4(214 — 1) 


用 数学 归纳 法 从 递 推 关系 (3.22) 可 得 


I4 
тз 


将 此 代入 (3.23), 并 利用 约 化 矩阵 元 对 称 性 ， 可 得 递 推 关 系 


TO 


Ta yo mam _ (3.242) 
m1 3 51 3(213 +1) 
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2 
T» un _ σι ο(2αι 3 + 1) 
Ts 


(221 3 一 1) 


(3) 


( Γ : 

3( 1) 
D ) 
Гз(1) | 


Z14224 1 Г, 
х | 12,(213+ 1)? "zi Г» 
| (3.25) 
Wem MAH A, 取 相 因子 使 约 化 矩阵 元 为 正 , 用 数学 归纳 法 从 递 


推 关 系 (3.25) 可 得 
Г, | TG ME (224-21 3)(213—224) 
Is(—1) Г; αι 3(2213— 1) 


-j= IL. i(tka ~ z13) (2k 4 + 013) (3.24b) 


σι з(2т\ 3 一 1) 


再 利用 约 化 矩阵 元 对 称 性 可 得 
T, ТЗ) Г, _ [22 4 (21 3 +1)2][(z2i 31)? -23 4] 
Гз(1) I5 (zi з+1)(221 3+3) 


- Ii- (ака 1з - (rk a +13 +1) 
(z13 +1) (2213 + 3) 


(3.24c) 
X (3.24) 给 出 全 部 约 化 矩阵 元 结果 . 
通过 计算 可 以 看 出 , 按 李 代数 链 o(4, R) 2 o(3, R) 2 o(2, R) 所 


T, 
选 的 基 ，| Γι ), 除 最 高 权 态 外 ,一 般 不 是 Cartan 子 代 数 的 本 征 
I5 


态 ， 所 以 oln, R) 的 Gelfand 基 ， 表 示 空 间 不 是 按 权 分 解 的 ， 这 与 
ulm) 的 Gelfand 基 ， 表 示 空 间 是 按 权 分 解 的 不 一 样 . 

以 下 讨论 o(4, R) 不 可 约 表示 直 积 约 化 . 设 Г = (mi 4,m3 4), 
Гү = (ту, m 是 o(4, R) 的 两 个 不 可 约 表 示 ， 它 们 的 直 积 约 化 
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A IQ9I?20nmnD.TE ЖЖ ЖТА, mr, 
是 不 可 约 表示 D, 的 重复 度 ， 取 [4, TY, Γι 表示 空间 的 基 分 别 为 


ri г" Γι 
Γα 3 I3 3 13 › 
Г; 17 I5 


o(4, R) 的 CG 系数 为 


n n DEE n SR P) 

r: ry n BY) nmn minj 
(3.26) 

ri 
son (CT 3 п) пени ч в со яв, яшя 
B TY | Г, 
ry аг, | 
αἰ.) а CG жинин ( 1 4 ) mana 
15 Ts I3 


Ж o(4, R) 的 约 化 标量 因子 的 问题 . 其 中 6 = 1,…, mon,, 是 标记 非 
简单 约 化 的 量子 数 . 


Don Г, 
A TO(8) 的 左边 乘 以 (гу ги | 右边 乘 以 | Γι ), ΠΒ 
Г. ry Б 
约 化 标量 因子 满足 的 基本 方程 
GR ΤΝ уг, T!) Ps 
> 0 Π n) MN 
«(E TO) NI MP 
ñ, r r] ñ, 
Σ( ГІ\ уб ИШ 
~ TF Jv ΠΡ! Γ 


113 


пу (É г} 
BIND ry 
пу (п Гу 
iy ΓΛ 15 


ry TUN JT TT 
Grm) κ 

BTS 6 标明 方程 (3.27) 有 mr, 组 线性 无 关 解 . 
4 Ips 1 时 ， 直 积 无 简 并 存在 .以 下 求 TL = 1 的 约 化 标量 因 
T. = Г =0, 由 基本 方程 (3.27), 代入 已 知 的 οἱ», R) CG Ж 


数 和 o(4,R) 约 化 矩阵 元 的 对 称 性 ， T; 分别 取 Га, Г — 1,[%+1 
时 ， 可 得 约 化 标量 因子 满足 下 列 关 系 ， 


т) 
I5 


τ) 
Г, 


6 " ) (3.27) 


TO 


3 
1 ry 


EG m 


T9 


( г" пу (1 г" г) 
1 13 Ts i 0 I5 I5 
HU ТРА 
ορ «η 
Г. Г. Г. Г. 
? ° ° ° (3.28a) 
1 m | r, 
1 T;x(—1) | ΓΤ 
MESTRE 1 IY Γι 
I5 Ts(—1) 0 I3(-1) | Is(—1) 
ο πω n |T, 
Г» Ts(—1) 0 r, | Γι / 
(3.28b) 
(: re г) 
1 DID 
E πο] T νῷ ry Τι ) 
15 I3(1)/ \0 BOI Is(1) 
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(Bjo у( т 
Г, ΓΙ)/ λο T 


|} Ж, EL Ts = 1, D; = 0, 由 基本 方程 (3.27), 并 代入 式 (3.28), 可 得 
1 rr | Γι 
0 r, БВ 
Г, Г, Г, 
Г; n I5 


213-1 Г, 

Z13 十 1 ( Ts(—1) 

EAA 
Ts(—1) Ts(—1) Гз(-1) Ps 


r ) . (3.28c) 


TG) TG 


(3) 


E 213—1 T, ΤΟ Γι Γι T) Г, 
z1341 Γα(--1) Г» Г» Ts 
Ji m г, 
0 Ts(-1) | Га(—1) 


(3) 


Dy Γι 
Ts n Γα(--1) 
ΠΕΝ 
21411} Γι Ts Ts(—1) 
ry n n ry 
-( Ts(-1) n n Γί-Ὁ I(-1) ji 
(3.29) 


将 o(4, R) 约 化 矩阵 元 代入 上 二 式 ， 可 得 从 Ts = 0 的 约 化 标量 因子 
计算 Is = 1 约 化 标量 因子 的 公式 ， 


Γι _ 1 
Г» 士 zi4 十 Z13 


p 
x |2 4 
I3(-1) 


(3) 


ri 
&) 


T (3) 


1 ID) 
1 Γι) 
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Ν | TE) |a) | rien) ) | 1 rari) | nV 
I5 I3(1) 0 I5 Ts 
(3.30a) 
1 Iri) Г, B 1 
1 Ts{-1), 1% - ᾱσια-αια-1 
< 人 Ta(Fi) TG) T, (=) n 1 Γιπτὴ | Γι | 
Г» RCD /\o л IB 
(3.30Ь) 
1 Γι | T, _ 1 
1 Ts I5 {ж 4—1 
、 ( RE) | za | BE ) | 1 LE) | Ta 
Г; I5 0 B 13 
(3.30c) 
以 及 从 Γι 大 递 推 到 Ty 小 的 约 化 标量 因子 递 推 公式 
( Г, | г. ) 
0 D3(-11 Is(-1) | 
_ (а 4+1з)(2 4—13 +1) (ο ГА “з 
© V (аф+—т1з3)(®4+213+1)\0 Γι! D /' 
(3.31) 
( Г, noy 
0 F3(~1)} Γε(-1) 
_ PES E таз ТУ I5 P) 
(zia + 213) (6:4 2313 - 1) VO. Γι! Γι І 


递 推 关系 (3.31) 不 能 完全 确定 约 伐 标量 因子 的 数值 . 约 化 标量 因子 
的 绝对 值 可 以 通过 正 交 归 一 关系 确定 ， 对 最 高 权 态 213 = x14 一 了 1 
通过 满足 正 交 归 一 条 件 ， 


Y ( DH 
y, HA 
TTY I3 П 
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规定 Ts = 0 态 的 相 因 子 使 约 化 标量 因子 为 正 ， 可 以 求 得 最 高 权 态 
的 约 化 系数 为 ， 


G Ρα} (214 +224) 
0 n n 2{σι 45 224 9 1)᾽ 


, T4(1) A)" 214 
ο ἢ |ñ (zi4 — 224 + 1)(2i4 + 224 1) (3.82) 
* I4(—1) Г, )= 214—1 

0 Γι(--1) Γα(--1) (ανασα -- l)(ziadtz24— 1) 


H (3.32) 出 发 ， 利 用 (3.31) 递 推 ， 用 数学 归纳 法 可 得 


* Γι(1) n) (ri4— αι α)(οι α + 213 + 1) 
0 Π | Π/ 2]Tz (mia mie a cli at tha tl)’ 
(3.33) 
* Γα(--1) 5) - (zi4 213)(zi4 — x13 — 1) 

0 Ts in/ ү? (zi σκαλιά ten 4-1) 
(3.33) 和 (3.30) 给 出 全 部 o(4, R) 的 约 化 标量 因子 ， 并 具有 下 列 对 
称 性 ， 

( Γι P amem Ta(żi) г) 

0 Is Γη а(Г,) 0 Γι Γι / 

(3.34) 

1 TilTati)\ _ faali) /1 Р) T. 

G B| Ij )- d(74)d(13) * Г; n) 


3.3 o(5, R) 的 表示 


o(5, R) 包含 o(4, В), 所 以 其 生成 元 除 o(4, R) 的 生成 元 外 ， 还 
有 生成 元 415 1,415 2,153,115 4. W o(5, R) 有 限 维 不 可 约 厄 米 表 示 
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为 I5 = (πιεις, η s), 用 o(5, R) 2 o(4, R) D o(3, R) D o(2, R) Жі 
за Г. 表示 空间 的 态 ， 因 为 上 述 每 步 都 是 简单 约 化 ， 所 以 这 标记 是 
正 交 完 备 的 . 用 Ls, T3, Г, 标记 0(4, К), 0(3, К), ο(2, R) 的 不 可 约 表 
示 ， 则 15 包含 满足 下 式 的 I, D, D, 各 一 次 . 


mis 2 m14 2 m2s 2 M24 > —mos, 
mis > mis > [m4], (3.35) 


туз 2 mig > —mjs. 


ja £4 = (mi s, ma s), Їз = (mi 4), Ё = (πει ο), ἈΠΕ E P Ts, Γι W 
最 高 值 为 Ô, 对 固定 的 Γι, Γι 的 最 高 值 为 Γι, 对 固定 的 Ta, Г» 的 
最 高 值 为 À 而 Ts 表示 空间 的 正 交 完备 归 一 基 可 以 取 为 


Ts mis M25 15 
Γ Í 
4 = l4 ma n муат | 2 
I5 тд з [3 
T, πει 2 Г» 


由 于 0(4, R) 生成 元 的 表示 和 矩阵 和 约 化 系数 是 已 知 的 ， 所 以 求 
o(5, R) 的 表示 ， 只 需求 生成 元 15 1,1/52,\% 3,1154 的 表示 矩阵. 把 
它们 写成 张 量 基 形 式 


T (B4) = ils a, 
T9 (83) = Is s, (3.36) 


T 4) (B44) = /1/2(-i) (Is 2 Fils 1). 


H T)(8;) 与 o(3, R) 生成 元 对 易 关 系 知 T (G4) 是 o(3, R) 的 (0) 
秩 不 可 约 张 量 ， 了 (9(Bxl),T(9(63) 是 o(3, R) 的 (1) 秩 不 可 约 张 
E. їй T9(8,,), TO (83) 5 TO (B41), TO (43) EH Is μ 的 下 标 5 
变 为 4 外 ， 整 体 差 常数 -i 所 以 看 TO) 的 不 可 约 张 量 性 质 ， 主 
要 看 它们 与 了 (3)(6;) 的 对 易 关 系 ， 从 上 节 可 以 算出 ，T(3)(B;) 在 不 
可 约 表示 (1) 中 ， 有 以 下 非 零 矩 阵 元 
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о |T9(8,4) 


1 ‚бю 


j^ 
^ 


1 
0 T) (83) 1 = 1, 
0 0 
1 1 
1 |T(@3)} 0 } =1, 
0 0 


从 对 易 关 系 (3.5), 知 TOB) 和 TO(8;) 有 以 下 非 零 对 易 关 系 


[T9 (811), T2? (B41)] = -T (84), 
[7 (641), T9 (64)] = T9 (841), 
[T)(63), T9 (85)] = T (84), 
[r9 (85), το (84)] = Т(83), 


这 说 明 TO (8) 构成 o(4, R) 的 (1) 秩 不 可 约 张 量 ， 了 (9(84) 对 应 
mig = 0,mi2 = 0 的 分 量 ， 而 TO), T9 (8,4), TO (61) 则 分 
别 对 应 于 туз =1,m, 2 = 0,1, 一 1 的 分 量 . 由 Wigner-Eckart 定理 
和 已 知 的 o(4, R) CG AR, KTS) 的 表示 矩阵 问题 ， 就 变 成 
求 它们 的 约 化 矩阵 元 问题 . 将 L, 的 分 量 指标 Is, Г 简写 成 44, Е 
义 约 化 矩阵 元 为 


(3.38) 
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I5 I5 

T | T9 (8) | Γι 

V4 Y4 
1 BII Г. Г. 

=( i ЭГ "| TOO De (3.39) 
Bi Yal Ya Г, Γι 


从 定义 (3.36) 知 不 可 约 张 量 T (βι) ЛЕЖЕ 


T9(8, = TO (p:i), ¿= +1,4, 


T(9(8,)! = -T (b3). (3.40) 


由 约 化 矩阵 元 定义 , EKHI ЕЯ o(4, R) CG 系数 对 称 性 (3.34), 
取 相 因子 使 约 化 矩阵 元 为 实 ， 可 得 约 化 矩阵 元 满足 的 对 称 性 ， 


I || Ds \ [d Ts [ul Is 
| Г, n )- tah n nd (3.41) 
其 中 d) 是 不 可 约 表示 Γι HER 
考虑 不 可 约 张 量 间 对 易 关 系 
(T (64), 7 (45)] = -T (83), (3.42) 

ΓΕ I5 Ts 
Г, Γι I4 
| | 从 左 ， 、 和 | I. | 

用 ñ 从 左 ， 用 AC») n 分 别 从 右 作 用 
Г» I> Г, 


于 对 易 关 系 (3.42), 代入 o(4, R) 的 CG 系数 和 约 化 矩阵 元 对 称 性 ， 
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可 得 约 化 矩阵 元 的 下 面 两 个 非 齐 次 方程 


_ (224 — 1) ( I; (4) By 
(2 4 — 224)(214 t 224) N T (—2) T, 
(214—1) 


n) 


Γιί- (η τ" 


teeta aan ( 
20 (matl) Y s т® p y 
(τα — 224) (214 224) T4(1) 
| (4*1) —— (ы τί EE 
"(era a21) (21а — z24)(2i4 224) Г,(2) | (3.43) 
Ay R R) (neal ln) 
tea NO А Ís, T,(—2) Γα 
PES ( Г, AY ( [5 [γω һу 
1k4 NO ΓΙ 13 ΓΡ] Γι 
_ (214 t 224 — 1) nC |r T у 
224(214 + 224) N T, (—2) 
o? — ( B [γώ һу 
(214 — 22 4)(214 + 224) Ν Γι(1) I4 
m 5 15 ro syl (3.44) 
23 4(214 — 224) \ Γι(2) I4 
从 (3.43),(3.44) 可 以 解 出 递 推 关 系 ， 
nc |r T) ay _ T14(T14 + 22 4) 
(-1) 2140 224—1 
(z1 4 224)? (r "IE ) 
"Ga 22a — Vra 224 t 1) Г,(1) 


_ 221 4(214 +224) 
(214 +224 — l)(zia — 224 — l)(z14- 29 4 + 1) 
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2 
x ^ Tü) Еу ) ， 
4(2) (3.452) 
2 
Ts T) Ts \ t24(t14 + 724) 
Г.(—2) I4 £14 224 —1 


+ 222 4(214 + 224) 
(2 4+ 224 — l)(z14 224 + 1) (z1 4 + 224 + 1) 


2 
x( E [ze] P 
T, T,(1) 
2 
ge (marna Πε шу 1 
(214+ 224 — l)(zia T z24 +1) V ΓΙ T4(2) ' 
(3.45) 
对 最 高 权 态 f, = (mi s, πιο 5), 可 以 解 出 
2 
| EL τώ к) = їз» trs), 
I4(—1 Г, 215 +225 – 
(1) af ὭΣΤ (3.46) 
E T Ts — 225(215 +225) 
Γι(--2) Г, 215 +225 1 


从 最 高 权 态 约 化 矩阵 元 (3.46) 出 发 ， 利 用 递 推 关系 (3-45), 用 数学 
归纳 法 可 得 

I5 

n) 


( πι 9 T 


2 TE (кл T zia l)(zk4 — tia +1) 


(4) 


(3.47) 
再 利用 约 化 矩阵 元 对 称 性 可 得 


I5 
I4 
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_ [ires +i xs τάμα 1) _ (3.48) 
2]T (zk +24 — 1) (664 — zia + 1) 


A (3.47)(3.48) 给 出 全 部 约 化 矩阵 元 结果 . 在 (3.47) 式 的 证 明 过 程 
中 ， 用 到 恒等式 
Iia — II. (A; - Gk) 

RCI 
用 恒等式 (2.50), 通过 比较 系数 可 以 证 明 此 恒等式 . 以 后 在 求 o(2p 十 
1, R) 的 不 可 约 表 示 和 约 化 系数 中 ， 会 经 常用 到 恒等式 (3.49). 

可 以 看 出 , 按 李 代 数 链 o(5, R) 2 o(4, В) > o(3, R) 2 o(2, R) 所 
选 的 基 ， 也 是 除 最 高 权 态 外 ， 一 般 不 是 Cartan 子 代数 的 本 征 态 ， 
即 表示 空间 不 是 按 权 分 解 的 . 

以 下 讨论 o(5, R) 不 可 约 表 示 直 积 约 化 ， 设 ГЕ = (mis πι s), 
I$ = (mY κ, πιο) 是 o(5, R) 的 两 个 不 可 约 表 示 ， 它 们 的 直 积 约 化 
Al; @ Τε = er,mr, Г. 注意 此 直 积 一 般 不 是 简单 约 化 的 ，mr, 
是 不 可 约 表示 Ts HERR. BOIS IZ. Ts 表示 空间 的 基 分 别 为 


Г! m n 
I; 4 1 Г, 4 D I. 4 D 
Эд. Ya Y4 


BIs \ [T ГЇ 
I P Γι Ys n 
(3.50) 
ne (00 


r ) 为 已 知 的 o(4, R) 的 CG 系数 ， 所 以 求 
Ys “a Y4 
o(5, R) 的 CG 系数 问题 就 变 成 求 o(5, R) 的 约 化 标量 因子 
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B fs ) ени B = 1, mp, 是 标记 非 简单 约 化 


r Ig I5 
№ T(8,) 的 左边 乘 以 ( г T! | 右边 乘 以 | Γι ) WA 
Ya “Ya ^f4 


约 化 标量 因子 满足 的 基本 方程 
1 T, MI MIN 
x( Y V4 1 Ya 


0 ηι 
I2 Г” 
Г, ΑΓΙ m 


τά 


PTs ) 
f 
I4 ) 

ΎΑ 
βΓε ) 
Ta 

ГА ) 

Y4 


8I5 
т, ) 2 (3.51) 


1 Г" 
0 4 


| 


Tü) 


I4 
Е 1 É y y 
EG s уа NO V4 
T 
Г, 
T n 
Р val NU 4 
(3 rey m rm 
"AIT iy) n Ё 
B 表示 方程 (3.51) 有 mr, 组 线性 无 关 解 . 
子 . 取 Г; = =0, B RA Vs = 0, y = ya. 由 基本 方程 (3.51)， 代入 已 
知 的 o(4, R) CG 系数 和 o(5, R) 约 化 矩阵 元 对 称 性 ， 可 得 约 化 标量 
因子 满足 下 列 关系 ， 
fs | Γ I; 
Γι/ Vr I, (+k) 


s 
x ~ 
Г, 
ПА JT г" 
5) (2 Γη 
+5 ( 
M Is = 1 Br, ВАЖНЕ. ЕКЕЖ Г = 1 的 约 化 标量 因 
1 OF ч) 
1 ГИ(+®) 
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Г; 1 Ts 
Г, (+) ољ | Г 


, n 
x 
ϱ Γι; 


1 DG) | 15 
1 (k) | Γι 
Г, 


26 "T 5 Ie Ts(+i) Is ) 
Γι T4(+k) 0 Ttk) | Ia(tk) 
_{ Ты) | pw | DG) 1 Πω | Г» 
Γι Iy (+k) 0 Hn nij 
(3.52b) 


A, KD = 1,51 = 0, Ги = Tak?) 和 TY = TI((—k)2) 由 基本 


方程 (3.51), 并 代入 式 (3.52), 可 得 
T4 
"Q 
ΓΕ 
-za τν x i Imo 
“(оом 


(z M Ivi ась 
I5 
0 
(i "Tren n I to 
ΓΕ 
nn) 
Tü 
PC 


(3.53) 


κκ ДУА IP μυ) 
«Co πι "ol nca) 
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(4 


ro ™ 


n) 


= 2 Т 


i г" 
х 
о л 


new ) 


T? B X T9 Ts ) 
T, (ЕЁ) Γιί-Κ) 
1 TZ | rT, ) 
x ; 3.54) 
4: Talk) | Dak) ( 


将 o(4, R) CG 系数 和 o(5, R) 约 化 矩阵 元 代入 上 二 式 ， 可 得 约 
化 标量 因子 的 递 推 关系 ， 


1 Rö ГУ 
0 Γι) | Γι 8) 


(2:5 —zka+ 2}(αι 5 + Zk 4) G T; (š) 


I5 
nj 


(tis—2eat l)(tisteeat+l)\o Л, 
(3.55a) 
1 Iy(-i) Ts | 
0 Γι-Κ) | Γι(-Κ) 
(tis — z& 4 + l)(zis + z& 4 — 1) 1 Is(—i) Is 
i (2:5 — Zk 4) (Zi + tk 4) 0 ГА Γι 
(3.550) 
取 D = 1, 14 = 0, Ad = Tilk +3) 和 I? = TI (k — 9), 由 基本 方程 


(3.51) 得 


, L; Г, ) 
0 I4(k—j)| Ia4(k—j) 


_ Era- 2j4 + 1) I I5 
(zk4 — 2j 4) 0 I4(-J) 


I5 
I4(—3) 
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(zk4 —z;4+1) 1 I5 Γ5 
(Gea ауа) ç Γι(Κ) дю) 


ааа LT 
(zk 4 — Z; 4) 0 Dil 


ο cal 


ους I$ | Is ) 
~ (κατα; +1) NO. Γι)! Ta (k) 
(zk 4 + 2j 4) , Ts 15 ) 
"(mama 1) NO. n(k-j| Talk- 2) 
eer (。 Is n) (3.56b) 
(zka 2j4 1) NO. Γι Fa 
由 (3.53),(3.56) 可 以 解 出 ， 
1 I5 I5 ) 
e Ta(k)| T4(k) 
αι B Is ) 
Г D4(-3)| Га(—7) 
Zi 4 十 ZE4 1 Is п) 
um ( Γι] r 
(3.57) 
1 Is I5 ) 
(0 Ta(—k)| Γεί-Κ) 


=F) neal aca? 
С tea NO. Ta) | Pa) 
Tka4—-244 1 15 2) 

(о nin) 


+ Хк 4 0 Γι 
WI = 1, y = 0, T} = D, T = fs 由 基本 方程 (3.51), 代入 式 
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(3.57) 可 得 约 化 标量 因子 满足 下 方程 ， 
1 五 | r; 
0 r | Γι 
_ op. 1 ΓΤ 
一 Z; 4 0 Γιί--ῃ) 
2 1 /1 n 
ent f, 


2.1/1 n 
PE f 


I5 
Γι 
2 
T; 
Г, 
2 
{5 
Γι | 


I5 _ 1 I5 

Γι(--3 0 Г, 
ΓΝ} Τι 

Р, Г,(к) 


CDNA n T 
n I4(—k) 


τί) 


(4) 


Ба 264 
(3.58) 
利用 (3.44) 得 约 化 标量 因子 的 另 一 递 推 关 系 ， 
1 ΓΕ Γε ze I5 í) (3.55c) 
ο Γι-ῃ!| Tali) #4 0 L, | L 


从 (3.52),(3.55) 可 得 


1 ΓΙ) | Γι 


_ 1 BÀ [γκο] BO 1 Is(i) r) 

HE TED Γι Ta (+k) 0 Γι Γι ' 
(3.59а) 

1 Ге) | Π 

1 Iy(t+k) | Г, 

= 1 Is(-i) pa) Ts(-i) 1 Is(-4) r) 

Со ачыт», \ Γι D3k)/NVO Γι [rf 
(3.59b) 
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1 F IL; 
G ncn n) 
LR T nin) n n) 
Bá MA (20) 15757 (3.59с) 
递 推 关 系 (3.55) 不 能 完全 确定 约 化 标量 因子 的 数值 ， 约 化 标量 因 


子 的 绝对 值 可 以 通过 归 一 关系 确定 . 对 最 高 权 态 $1 4 = zl 5, $2 4 = 
т2 5, 通过 满足 正 交 归 一 条 件 ， 


(4) 


规定 态 的 相 因 子 使 14 = 0 的 约 化 标量 因子 为 正 ， 可 以 求 得 最 高 权 
态 的 约 化 标量 因子 为 ， 


2 
15 ) _ | Iba (3.602) 
IT a (255 +1) 


Is j= 21]p (zps + zis +1) 


n (22; 5 +3) [T a (255 二 zi5 十 2) 

(3.60b) 
TEE m 

0 I4(—1i) Fí(-i) τις II: 5— p57 1) 

(3.60c) 
H (3.60) 出 发 ， 利 用 (3.55) 递 推 ， 用 数学 归纳 法 可 得 
( 1 5] I5 )- П. тра 361 

0 lf, | I, Teer 2p ε(σρο +1) (361a) 


1 Πῷ 
0 T, 


1% 
T, 
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[D (zis — £p4 + l)(zig + жрд + 1) 
(z;5 + 1)(2vi 5 + 3) IE Gs — £p5 + l)zisd 2,5 +2)’ 
» Is(-i) 


n) 


_ Пр—1(@5— αν ε)(σι ο + αρα) 
Φιο(2αι 5 — 1) [ID (z: — £p5 — (z; 5 + zp 5) (3.610) 


αν (3.61) 和 (3.59) 给 出 全 部 o(5, R) 的 约 化 标量 因子 ， 并 具有 下 列 
对 称 性 ， 
Dn|nV. 
0 Γι! r, 
ΓΑ μααθάτὴ/ι Γι] τ 
Veda) N a ninjf 


1 Ts 
1 T, 
3.4 o(2p, R) 的 表示 


本 节 和 下 节 将 采用 张 量 基 ， 用 数学 归纳 法 求 李 代数 o(n, R) 的 
不 可 约 表示 .本 节 将 先 讨论 o(2p, R) 的 不 可 约 表示 ， 下 节 将 讨论 
o(2p + 1, R) 的 不 可 约 表 示 - 综合 本 节 和 下 节 结 果 ， 就 得 到 李 代 数 
o(n, R) 的 不 可 约 表示 ， 

o(n, R) BRA о(п — 1, R) 的 元 素 外 ， 还 含 o(n — 1, R) 的 (1) 秩 
不 可 约 张 量 TO-9(8). τί (8) 的 取 法 如 表 3.2. T(n—1)[8,) 是 
o(n 一 1, R) HRA (1) 不 可 约 张 量 的 证 明 ， 可 以 仿照 TG3)(B:) 是 
o(3, R) 的 (1) 牧 不 可 约 张 量 和 T((B;) 是 o(4, R) 的 (1) 秩 不 可 约 
张 量 的 证 明 而 得 到 .此 处 不 再 次 述 , 
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表 3.2 о(п, R) 的 张 量 基 TO (8) 


Bi τι = 4k n= 4k+1 
Bai Шап il, 4.1 
B. -2 In n-2 I, 4-2 
IN =, -3 一 in n-3 
Bn-4 —In n-4 一 n-4 


1/2(1„2 —iln1) 


1/2(1, 2 Fila 1) 


1/2(14, 2 — ils 1) 


1/2(1,2 Fil, 1) 


1.2— 1.1) 


-ν' ντος 


按 (3.2) HX o(2p, R) 的 Cartan 子 代 数 为 H; = 11›}2;-1, j = 
1,---,p, 则 其 有 限 维 不 可 约 厄 米 表示 为 Pop = (mizp mp 25); 
用 o(2p, R) D o(2p — 1, R) >.… D o(2, R) 来 标记 Do, 表示 空间 的 
态 ， 因 为 上 述 每 步 都 是 简单 约 化 ， 所 以 这 标记 是 正 交 完备 的 ， 用 
Iyp-i, Г 标记 o(2p — 1, R),---,o(2, R) 的 不 可 约 表示 ， 则 P, 
包含 满足 下 式 的 Dy, a, 


ΤΊ} 2р 2 түзр-1 > m325 2 M22p-1 7° 


> Mp-12p > rnp-12p-1 > |трэр|, (3.63a) 
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M1 2р-1 > Mi 2p—2 2 M22p—-1 2 M22p-2 2.7 


> Mp—12p—1 2 Mp—12p—2 之 —Tüg-12p-1; (3.650) 
等 等 各 一 次 . 

所 以 Г, 表示 空间 的 正 交 完备 归 一 基 可 以 取 为 

Г, Mi 2p 112 2р tt Mp 2р 

2р Mı 2p—1 στ Mp-i 2p—1 
Γορ-ι . : D 
Y2p-1 
m2 


其 中 yp 1 是 不 可 约 表示 Гор. 全 体 分 量 指标 Γλρ-ον---νΓε 的 简 
写 ， 记 Рр = (ma 2p, m2əp 775, Mp-1,2p) Papa = (Mi 2p-1, 
məəp—1 *; Mp-1,2p-1), ZU = (mis), 对 固定 的 Гр, Top-1 的 
ΒΒ p- 对 固定 的 Го 1, Doo 2 的 最 高 值 为 疡 ，>，…, 对 
男 定 的 Ds, Po 的 最 高 值 为 Pos Tos 的 最 高 权 态 为 


Dop 
| Г» )- Γρ-ι 
p | |: 
Р, 


为 标记 方便 , 取 zi ap = Mi ap t+P—t, Ti 2p-1 = Mi 2p-1 十 D 一 2 一 1， 
Ti 2p—2 = Mi 2p-2 +p- i-— 1, 等 等 ， 设 o(2p m 1, R) 的 表示 和 矩阵 已 
知 ， 特 别 是 TO?-?(8,) 的 约 化 矩阵 元 为 


I5p-1 
Γορ-2(--7) 
- | ПУ (ть 2p-1 + Z; 2р2) (26 2p—1 — Xi2p-2 + 1) 


2 [II (te 2p-2 + πι 2p—2 — l)(Xk2p-2 — Li ap-2 + 1) | 
(3.64) 
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H o(2p — 1, R) 的 约 化 标量 因子 如 下 : 


1 Γρ | Dax ri Tk 2p 一 2 
0 Γορ-0 


IE Lk 2p-1(Z&k 2p-1 + 1) 
(3.652) 
( 1 Da) 


T?5—2 


Da. 1 
0 I55-2 Top-2 (x; 2p—1 + 1)(2z; 2p—1 + 3) 


x II 2p-1 — Tk 2p-2 + 1)(Z; 2p—1 + Zk 2p—1 + 1) 
IP (zi 2p—1 — Tk 2p-1 + 1)(2; 2p-1 + Zk 2p—1 + 2) 
(3.65b) 


(ο Гор-1(—1) 72p-1 ) 1 
0Ο [Ώρα | P5 Li 2p—1(2%5 2p-1 — 1) 


= 
tyi (Li 2p-1 — Tk 2p~1 — 1)(£i2p-1 + Tk 2-1 65c) 


-1 
x | Πλ (Z;op 1 — Zk 2p~2)(2i 2p-1 + Zk 2p—2) 
T 


1 Da-i) Dil 1 
1 Dy-2(tk) I55-2 Ti2p-1FXk25-241 
« Tapa (ô) TP) Tapa (2) 1 Poa()| Tapi l 
了 2p 2 T> 2( +k) 0 [Ὦρα | Lape 
(3.66a) 
1 D3,-4(-3) Top-1 1 
1 Tzp_2(+k) | Гуо Ti 2p—1 ELE 2p—2 
« Da) T G»3) Гьр1(-4) 1 Γχρ-(-1) Top 
T2p 2 T2p 2(+k) 0 Io T2p2 
(3.66b) 
1 T2p-1 Dit. + 1 
1 T; —2(+k) Га Tk 2p 一 2 
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x T>o—_1 TG»-2) Πρ. 1 I55-1 Γορι ) 
Гор-2 Γορ (35) 0 Γρ-2 | 12p-2 
(3.66c) 
约 化 矩阵 元 和 约 化 标量 因子 满足 下 列 对 称 性 
v ТОР-2) m) 
I5p-2 I5, 
— |4{155-2) κα T Q»-2) m) 
d(I55 9) Πορ ο Πορ. (3.67) 
1 Dx | la 
0 I», 2| р-з 
_ EET 1 г | Dea ) 
Vaa) \ о Top- | Dez] 
p 2p-2 2p-2 (3.68) 
1 Di Da 
1 [ρα] Dy. 


E d(17,..1)d (125-2) 1 Гу-1 12p-1 
d(I551)d(12, 3) V 1 I$, 3 Dop—2 


显然 o(5, R) 的 约 化 矩阵 元 和 约 化 标量 因子 满足 以 上 假设 . 

o(2p, R) 包含 o(2p — 1, К), 所 以 其 生成 元 除 o(2p — 1, К) 生成 
元 外 ， 还 有 生成 元 iIapap-iilap2p-2,: c Mop 1. 可 把 它们 按 表 3.2 
写成 张 量 基 TOP-U(8,), 它们 构成 o(2p — 1, R) 的 (1) 秩 不 可 约 
E. T-(0; ,) 对 应 D; = 0 WE, TOD (65, ο) 
对 应 bp-2 = 1, Top-3 = 0 的 分 量 ， 依 此 类 推 TOr-1)(8_,) 对 应 
Гз=1,Г = 一 1 #78. 由 于 o(2p - 1, R) 生成 元 的 表示 矩阵 和 约 
化 系数 是 已 知 的 . 所 以 求 o(2p, R) 的 表示 , 只 须 求 张 量 基 TC- (A) 
的 表示 矩阵. 由 Wigner-Eckart 定理 和 已 知 的 o(2p — 1, R) CG 3 
Ж, ck TO?-0(8,) 的 表示 矩阵 问题 ， 就 变 成 求 它们 的 约 化 矩阵 元 
问题 .定义 约 化 矩阵 元 为 
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I Γρ 
Da Тбғ-0(8) I5p-i 


δρ. ι Y2p-1 
_ | 1 Πρι] Πρι ) | Ta 
Pi Y2p—1 Y2p—1 T. 2p—1 
从 表 3.2 HARA AIK Т@Р-1)(8,) ff Ja o H Bu 


T2p-1)(8,)1 = T(2p-1) (8), і = 2р — 1, 2р - 3, 53, 
POr-1)(g.)t = —TOr-D(&), i= 2p - 2,2p— 4-44, (3:70) 
TO»-0(8,,)! = —TPP-) (B51). 


Hii 2K3E GER {ΤΠ o(2p — 1, R) 约 化 系数 对 称 性 (3.68), BUB 
因子 使 约 化 矩阵 元 为 实 ， 可 得 约 化 矩阵 元 满足 的 对 称 性 


Г» T G»-1) Гь ) 
Ia Ia 
_ /falT2p-1) / Γρ (2p—1) D» 
= ; T , . 
d(15, 1) Ii Da 


(3.71) 
考虑 不 可 约 张 量 间 对 易 关 系 


[Г@Р-)(85_,), TP) (81, ο)] = -TO»»(p,, ο). (3.72) 


Г, Г» 

从 左 和 右 分 别 以 ( δα | 和 Ώρ-α{-ῃ) 作用 于 (3.72), 
Dy-2 Ι»ρ-α(--8) 
"Үзр—2 ?2p 一 2 
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代入 o(2p — 1, R) 的 约 化 系数 和 约 化 矩阵 元 对 称 性 ， 可 得 约 化 
矩阵 元 满足 的 齐 次 方程 


( D» TO»-1) Pop ) 
Γορ-ι(-ῃ Γορ-ι(-ῃ 
= Ti 2p-1 H vi τί2ρ-1) P ). 
ү Ti2p-1 一 2p-1 2p-1 (3.73) 
这 齐 次 方程 本 身 就 是 一 个 递 推 关 系 . 
I5p Γον 
Γορ- Γον. 
从 左 和 右 分 别 以 ( 27 | 和 | ο: ) 作用 于 (3.72)， 
2р—2 Гәр-2(—1) 
Yap—2 Y2p-2 
可 得 约 化 矩阵 元 满足 的 非 齐 次 方程 
ПЕ: Tk 2p—1 Гь Т(р-1) Г, Í 
22551 Tena (2 2р-1 +1) V Dog Гр] 


212,1 [hai (Tk 2p—1 + ti 2p-1 +1) 


2 
x Г» Г 
72p-1( 一 分 Ij 


nl (2zk 25-1 + 3) [IZ (z; 2p-1— Tk 2p-1— 1) 


1 (Bk 2p—1 T 1)(zi 2p-1 +з 2p-1 +1) [[ 2k (5 25-1 — Tk 29-1) 
2 
x Γορ I5, -1 
Γορ-ι() Top-1 
已 知 最 高 权 态 为 Cartan 子 代数 本 征 态 ， 有 


Д P А Р = тр 2р. 
“Y2p Y2p 


T(2p-1) 


T (2p-1) 


(3.74) 


T'(2p-1) (Bon 1) 


136 


将 约 化 系数 (3.65) 代入 约 化 矩阵 元 定义 (3.69), 可 以 解 出 最 高 权 态 
的 约 化 矩阵 元 为 


I Tk 2р 


ña ) ~ TE Vee aseo = D), 
用 数学 归纳 法 从 递 推 关 系 (3.73) 可 得 约 化 矩阵 元 


Гәр Τ2ρ--1) Πορ — Mk- Tk 2p | 
Da Da [Ë i Ve api (£k 25-1 + 1) 
(3.759) 
将 此 代入 非 齐 次 方程 (3.74), 并 利用 约 化 矩阵 元 对 称 性 ， 可 得 递 推 
关系 
2 
Pop 7(2p-D | Т?Р 
Гор—1(—1) I55-1i 
(0225, П (ора mp +1) IIa 222, 
(22:253 — 1) ПЕ (тора Ti2p 1) αὖρα II (zkay +1)? 
m (2£k2p-1 +3) II (z; -1 一 zap -1 -1) 


ка (Th2p-1 +1)(Liap-1 + Tk2p_1 +1) П, (@j2p-1 —2k2p-1) 
2 
x I» T . 
Γορ--ι(Κ) I*5p-i 
对 最 高 权 态 有 
2 
Γον 
Γορ- 


Γρ 
T2p-1(—i) 


_ 2x4 ap +p эр 1) (i op — 2x 2p- 1) [lei (zk 2p t+ i 25 —1) 
(22; 2p — 3) I (£k 2р + Ti 2p - 2) 


由 此 出 发 , 取 相 因 子 使 约 化 矩阵 元 为 正 , 利用 约 化 矩阵 元 对 称 性 ， 


TO»-1) 


(3.76) 
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ΠΕ HN zh A XB HER # (3.76) 可 得 约 化 矩阵 元 


Top Tp = 1 
Γορ-1{--1) 72p-1 Ti 2p~1 (22; 2p—1 一 1) 
- Th " (Zk 2p — Ti 2p— 1) (zk 2p + Ti 2p-1) 
П: (ть 2p-1 — Z; 2p—1 + 1)(Zk2p—1 + Zi 2p- 1) 
(3.75b) 


在 证 明 式 (3.150) 时 ， 用 到 恒等式 (2.49). АН ARE oT PR 


性 可 得 
Гь, - 1 
Гәр-1 AV (ee ap-1 + 1)(2т; 2p-1 +3) 


I, 
Гәр—1(%) 
- Ian 2p — Ti 2p-1 — D(zk2p + £i 2p-1) 


[I£zi (zk 2p-1 — Ti 2ρ-1 — l)(f& 2p-1 + Zi 2p-1 + 2) 
(3.75c) 


T'2p—1) 


X (3.75) 给 出 全 部 约 化 矩阵 元 结果 . 

显然 按 李 代数 链 o(2p, R) 2 o(2p - 1, R) 5 ::: Ὁ o(2, R) 所 选 
的 基 ， 涂 最 高 权 态 外 ， 一 般 不 是 Cartan 子 代数 的 本 征 态 ， 所 以 此 
表示 空间 不 是 按 权 分 解 的 . 

以 下 讨论 o(2p, R) 不 可 约 表示 的 直 积 约 化 ， 设 D, , Гу, 代表 
o(2p, R) 的 两 个 不 可 约 表示 ， 它 们 的 直 积 一 般 不 是 简单 约 化 的 ， 其 
直 积 约 化 为 Th ® ГУ, = Or, mn, Dy. mr, 是 不 可 约 表示 Гь, 的 


Ts, Г}, Г» 

κ. г" a Tap- _ 
重复 度 . 取 | 73 \,) 75! ) 和 | 27 ) 分 别 为 表示 

12p_2 12p_2 了 2p-2 

Yap—2 | 2р2 Y2p-2 


Γορ, Γορ 和 I5, 的 表示 空 3 |Н] ҖЕ. о(2р, Е) 的 CG 系数 为 
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t a 
Г» I, В [ορ 
H 1 
Da Гэр-1 72p-1 


7 H 
Ύοδρ-ι Ύχρ-ι Ύορ-ι 


_ I5, IT, B Do Doi I$ a 
Di Tai Da "рі 29-1 | Yap-1 
(3.77) 


! ” 
Ii Ioa I551 


πεί ) semi op -1,0 M co & 
^J2p-1 


数 ， 所 以 求 o(2p, R) 的 CG 系数 问题 就 变 成 求 o(2p, R) 的 约 化 标 


, " 
Ύορ-- 1 Yp- 1 


Г» Г» | Вв, | _ 
EET ( Doa Tha l Πρι ) 的 问题 。 8 = 1,.…, mz,,, 是 
标记 非 简 单 约 化 的 量子 数 . 
Г» ГЪ I5, 
从 左 和 右 分 别 以 ( Th, ri 和 | Doa ) SERRE 
?2p-1 2р1 T2p—1 


KE T?" (bi) 可 得 约 化 标量 因子 满足 的 基本 方程 ， 


Y 1 D Da Da Гр] Гь 
Y2p-1 


= 0 - 2p-1 
Doi 12ρ--1 Y2p 


, n 
?2p-1 Y2p-1 


x I» T G»-1) Г» Г» Г» 8 了 2p 
Di Dai I55-1 D2p_1 T2p-1 
— ( 1 Da Da ) I Top-1 Da Di ) 
re 0 Ύδρ-ι ?2p -1 Ύθρ-1 Ύδρα Ύθρ-1 
2p—1 
« I μονη Tp n Гь I a) 
Da Ia Top-1 Top-1 Da 
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| | 1 IP, 
0 JH H 
Ύορι | Yap 


Ia Tip-1 / \ Tap-1 Dna 
B 量子 数 说 明 方 程 (3.78) 有 mr, 组 线性 无 关 的 解 . 


DER D, = 1 的 约 化 标量 因子 .此 时 直 积 无 简 并 存在 ， 取 
Гу = 0, 由 基本 方程 (3.78), 代入 已 知 的 o(2p — 1, R) CG 系数 和 
o(2p, R) 约 化 矩阵 元 对 称 性 ， [2p_1 Я Гу, TZ (=k) 时 ， 
可 得 约 化 标量 因子 满足 下 列 关系 ， 

Γρ ) 
Ia 


i гу | om \_/1 m, 
1 55a | Ώρι 0 Ia 


ut / [1 
Tapai ) ( Dai Га 
7 т 
"Yoga Ύορ-ι 


Г, 2p-1 
^Y2p-1 


в Γορ 
Γορ-ι | 
(3. 


78) 


T (2»—-1) 


x ( Т» Т(@р-\)) T> |- Т» T Gr) I5, , 
Г, 2p-1 I: 2p-1 I: 2р-1 Г, 2р-1 
(3.79а 
1 ry гь, 
1 I55-i T2p-1 (+i) 
_ Iæ [lees] Г» 1 m | rn, 
Pop—1 (+i) Top-1 0 Γρ-ι| Гр 
_ | Гь |ва D \/1 T Б» A 
Dpi (ti) Гра \0 Topli) | Da) 
(3.79b) 


Ж Г: = 1, г. = 0, Γορ-1-- Га ε(-Κ), 由 基本 方程 (3.78), 
并 代入 式 (3.79), 可 得 
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1 m n, 
0 I55-1 I5p-i 


x 1 Πρι | Top-1 Гр T(2p-1) Dp 
0 Tzp_2 | Γον Γορ-ι(--) Ii 
x Tap Т(2р-1) Dy 
Ia T2p_1 
_9 1 Dp 72p-1 Tap T Q»-1) Top 
0 Tzp-2 | lop 2 Гәр-1(—Ё) Γφ-ι 
Г» pen] 1% 
De 1 Гр 
+ Гәр (+) TL; (—k) 72p TG») [Ὃν 
κ. I552 Dopa(—) Гра 
Т(р-1) Г 
Ip k) Top-1(—k) 
dai m Гь, 
0 Γρ-ι(-Κ) | D»a(-k) 
h(t Ta) | Γρι() m |а I 
I2 Гь, 2 Гор (—k) Гр 
Гь, Т(2р-1) Гәр 
et k) P-i(-k) 
Qo -k) Da(-) 2p Τί2ρ-1) Г» 
I2 Dap Pop-1(-*) Ia 
m Jue 0 
Dy au(-k) T2p-1(—k) 
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TO»-1) 


_/ї Tapa | Top Tj, Гу, 
0 Προ | Гэр-2 Di) I» 
N^ my 
Top-1 Top-1 
(3.80) 


将 o(2p — 1, R) 约 化 系数 和 o(2p, R) 约 化 矩阵 元 代入 上 式 ， 可 得 从 
Πρι 大 递 推 到 Pop 小 的 约 化 标量 因子 递 推 公式 ， 


1 T2p(+1) I» 
DPy-i(-k) 


0 I»—(-k) 
_ (αι 2p 士 zk 2p-i)(mi2pTXkop-it1) / 1 Top(ti) 
(ж; 2p FTk ор—1)(Ж‹ ορ Έσκορ-ι1) VO Гэр-1 


Τ(29--1) 


Top 
72p-1 | 
(3.81) 
用 (3.81) Ж (3.79) 化 简 得 ， 
[yy (=) ) 


| 1 
1 72p-1| Гр 
1 ( 1 Г, 


Ti2p \0 Di 
I: 
"n 
Гәр] 


T; (i) ) 1 


= + 


ΡΕΞ) ) 


I55.1 


TO»-1) 


r 
2p ) , (3.82a) 
Γορ-ι 


Гор-1 ~ ET; 2p + Le2ap-1 + 1 
Dy (+i) ) ( Tap Γρ ) 
T2p_1 Top—1 T2p_1(k) | 
(3.82b) 
T3, (Ei) ) 1 
T55-i 


£2; 2p 一 Tk2p-1 


1 T 
1 Fop-1(k) 
x 1 Г» 
0 72p-1 
1 D. 
1 TL;j;-i([—k) 
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T p-1) 


TGp-1) 


[1 Te | DG )( Dy 
0 72p-1| Г-1 Ii 
递 推 关 系 (3.81) 不 能 完全 确定 约 化 标量 因子 的 数值 . 约 化 标量 办 


子 的 绝对 值 可 以 通过 正 交 归 一 关系 确定 .对 最 高 权 态 Po, i 通过 
满足 正 交 归 一 条 件 ， 

Г» \ _ 

Pa ' 


1 Г» 

XA 1 Iva 
规定 I2, 4,0 的 约 化 标量 因子 相 因 子 为 正 ， 可 以 求 得 最 高 权 态 的 
约 化 标量 因子 为 ， 
D 
Pa 


1 Tp(i) 

0 I55-1 
-(2zi25 + 1) [Di (z; 2p + i 2p) 
2(ap 25 —2i 25 —1)(2p ap +i 2p + 1) П, (z; ap 十 zi2p 十 1) 


3.83a) 
Top 
Dyp-i(- i) 


-(zizp - UI (£j 2p - Ti 2p) 
(2p 2p Zi 2p l)(tp2p ti 2p7 1) IP (z; 2p —Ti 2+1) 
(3.83b) 
H (3.83) 出 发 ， 利 用 (3.81) 递 推 ， 在 证 明 中 用 到 恒等式 (2.49), 用 
数学 归纳 法 可 得 
Гь, 
n) 


( 1 I»(i) 
П, (zi 2p — 2; 2p-1) (mi 2p + £j 2p-1 + 1) 


0 了 2p-1 
TTF (z: 2p — Tj 2р + 1)(a; ορ + j ap + 1)’ 


1 Tp(—i) 
0 Py (7i) 


(3.842) 
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ές Tzp(—i) 
0 Iu 


n» ) 
Τορ-ι 
ПЁ 1 (z; 2р — £j 2р-1 — Di 2p + 2j 2p-1) 


2117 (zi2p — Tj ap — 1)(zi2p + z;əp - 1) 


(3.840) 


(3.84) 和 (3.82) 给 出 全 部 o(2p, R) 的 约 化 标量 因子 . 并 具有 下 列 对 
称 性 ， 
1 Гг | Γρ ) 
0 Πρι Di 


_ ШЕ Dalt | Dap ) 
ΓΝ») 0 Γρ. Da | 
2p 2p—1 2p 一 1 (3.85) 
1 D, | DR) 
1 Pa Ia 


aaa ος 
d(5)d4(I2,.) ΛΙ Ph, | (ρει у. 


o(2p + 1, R) 的 Cartan 子 代数 为 H; = 10; 23-1, J = Lh, p, 
其 有 限 维 不 可 约 厄 米 表示 为 Гор = (mi2p+15 2 Mp 2p41), НЕ 
Ё o(2p + 1, R) 2 o(2p, R) О... D o(2, R) 来 标记 Гь, 表示 空间 
的 态 ， 因 为 上 述 每 步 都 是 简单 约 化 ， 所 以 这 标记 是 正 交 完 备 的 ， 用 
Top,- T2 标记 o(2p, R),---,o(2, R) 的 不 可 约 表 示 ， 则 Г» 包含 
满足 下 式 的 Г, D25 3, νο 各 一 次 ， 


mi2p41 2 mi2 > 132541 2 M22p 之 


> Mp2p+1 > Mp2p > —Mp2p+1; 
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mi2p 2 №1 2р-1 > M22p 2 M22p-1 2° 


> Mp—12p 之 Mp—12p—1 2 Im, 2p]; (3 86) 


туз 2 туз > —ma4s. 


所 以 opt 表示 空间 的 正 交 完备 归 一 基 可 以 取 为 


J2p+1 Mı 2р+1 Th22p+1 co^ Mp2p+1 

Г, _ | m 2р Tn2 2» st Trip ορ 
Гор-1 ТП] 2р-1 `'' Tüp—-12p-1 ; 
Y2p-1 Y2p-1 


其 中 Ύ2ρ-1 是 不 可 约 表示 72p-1 全 体 分 量 指标 了 2p-2) 了 2 的 简 
写 ， 记 Lop = (m орі, m22p4D impp), 对 固定 的 Γορει, Гор 
的 最 高 值 为 D, Dhon 的 最 高 权 态 为 


72p+1 
Гр )- f. 2p 
B2p41 mE 

Р, 


Ж o(2p, В) 的 表示 矩阵 已 知 ， 特 别 是 TC?-D(Bi) 的 约 化 矩阵 
元 由 (3.75) 式 给 出 ， o(2p, R) 的 约 化 系数 由 (3.82),(3.84) 式 给 出 . 
o(2p, R) 的 约 化 矩阵 元 和 约 化 系数 满足 对 称 性 (3.85). 

o(2p + 1, R) 包含 o(2p, R), 所 以 其 生成 元 除 o(2p, R) 生成 元 
Sh, 还 有 生成 元 Hpt 2р, Mopy12p-1,7 7 ,il2p+11. 可 把 它们 按 表 3.2 
写成 张 量 基 TC), 它们 构成 o(2p, R) 的 (1) 秩 不 可 约 张 量 . 
TP) (Bop) 对 应 Po, = 0 的 分 量 ， T(2p)(62。 1) 对 应 Πρι = 
1, 2 = 0 的 分 量 ， 依 此 类 推 T(2?)(B8_1) 对 应 Γι = 1,75 = -1 
的 分 量 . 由 于 о(2р, R) 生成 元 的 表示 甜 阵 和 约 化 系数 是 已 知 的 . 所 
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ELK o(2p + 1, R) 的 表示 ， 只 须 求 张 量 基 TOP(8,) ARER. Hi 
Wigner-Eckart 定理 和 已 知 的 o(2p, R) CG 系数 ， 求 TÜP)(8,) HR 
ARBRES RS, 就 变 成 求 它们 的 约 化 矩阵 元 问题 , 定义 约 化 矩阵 元 为 


72p+1 Deptt 
( Top тб») (8:) Tap ) 
оь Үр 
-( 1 Гь ve) (en τῶν) н) 
Bi pl Yap Г» Ty, 


(3.87) 
从 定义 知 不 可 约 张 量 TOP (8,) ВУЛ kt Ж 


TOP (Bj) 一 TO» (8,), i= 2p, 2p . 2, `. 4, 
TCP(g,)! = TOP(G;, i22p-2,2p-4,-..,3, (3.88) 
TOP (8,,)f = TOP) (81). 


HERRIRA o(2p, R) 约 化 系数 对 称 性 (3.85), 取 相 因子 
使 约 化 矩阵 元 为 实数 ， 可 得 约 化 矩阵 元 满足 的 对 称 性 ， 


I 了 2p+1 TO» 了 2p+1 | = d(T2p) Typ+1 TG») 72p+1 . 
Ij, Г» d(15,) T, | I5, 
(3.89) 
考虑 不 可 约 张 量 间 对 易 关 系 ， 
[2022 (Ba), TP (Bap-1)] = -TOP (Bap): (3.90) 
72p+1 Гр 
、 I2, Г» 
从 左 和 右 分 别 以 ( 和 | 作用 于 式 (3.90)， 
Ii I55i 
Ύορ--1 Ύχρ-ι 


代入 o(2p — 1, R) 的 约 化 系数 和 约 化 矩阵 元 对 称 性 ， 可 得 约 化 矩阵 
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元 满足 的 非 齐 次 方程 


2 2 
> 2 /1 Г» | Γορί-Κ) Typ ορ] Ten ) 
k=1 Zk2p \ 0 Гора Iopa Pay (-) I» 
2 2 
у 2.11 Гь | Talk) УЕ ) 
ren fk2p \ 0 Ia L; Tzp(k) Г, 
2 
_ Пааво + арор 1) / ры Ίπαρ || Den ) 
Lp 2р Ili (2k 2р + 2р 2р) X Гәр(-р) I5, 
1 2 
Y IDz.(z;25— 2425 1) Горн (2p) || T2pH 
pn (zk2p 十 Zp2p) I (2j2p— кәр) V Ios (k) Г, 
= 1. 
(3.91) 
Γρει 了 2p+1 
I: Г. 
从 左 和 右 分 别 以 (22 | 和 | Р 作用 于 式 
D Dy-(-3) 
Y2p-1 Y2p-1 


(3.90), 代入 o(2p 一 1, R) 的 约 化 系数 和 约 化 矩阵 元 对 称 性 ， 可 得 约 
化 矩阵 元 满足 的 另 一 非 齐 次 方程 
-{σκορ--1) Iz (z&2p apap — 1) ( Гры 了 2pH ) 
(z;2p —Zp2p) ПЁ (zx2p 十 Zp2p) D»(-p) Гәр 


(эр — 1) TIE (σκορ Ti2p ~1) ( Горн 


TQ») 


(zizp 一 Zp2p) 了 [zi(zkap 十 zi2p) \ Topli) 
Р. 2zhzp(Zk2p 十 1) [23k(zi2p 一 zh2p 一 1) 


k=l (жь ap +i 2p) (Zik 2p +p 2p) ID (z; 2p —2к2р) 


2 
x 了 2p+1 了 2p+1 = 1. 
Ty (k) Гәр 


TO») 


(3.92) 
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由 上 二 非 齐 次 方程 可 以 解 出 约 化 矩阵 元 递 推 关系 ， 
Гор+1 Горі ? — Li 2p II (zk ορ + Ti 2p) 
T2p(—i) Πορ ID. (Zx 2p + Zi 2p — 1) 


hoy ID (2; 2p 26 25 - 1) 
fe (i apt th 2р) (2: 2р σκορ” 1) [Ia (Z; 2p — 2k 29) 


2 
x 了 2p+1 Гор+1 
T2p(k) Γον 
对 最 高 权 态 有 ， 
| 


2 
Гор+1 Ia 
I55(—i) I>; 
_ #12р+1 ID (zs 2p41 + Ti 2p+1) 


р Πε (zk 2p+1 Ἔσιορμι — 1) ` 


由 此 出 发 ， 取 约 化 矩阵 元 相 因子 为 正 ， 用 数学 归纳 法 从 递 推 关 系 
(3.93) 可 得 约 化 矩阵 元 

am) 

Πορ 


( I5» 
Γορί-1) 
_ HIE GR 2pt1 Οροι £i 2p + 1) 


TG») 


TG») 


(3.93) 


Тр) 


TG») 


(3.94a) 


在 证 明 式 (3.94a) 时 ， 用 到 恒等式 (3.49)， 再 利用 约 化 矩阵 元 对 称 
性 可 得 
v^ an) 
Гәр(%) I5p 


II. (Ze 2р+1 — 2; 2p)(£k 2p+1 + 2i25 + 1) 
2 (zk 2p + Ti 2p + 1)(zx 2p — Xi 2p 一 1) | 


TG» 


(3.94b) 
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X (3.94) 给 出 全 部 约 化 矩阵 元 结果 . 

显然 按 李 代数 链 o(2p + 1, R) D o(2p, R) 5 ::: Ὁ o(2, R) 所 选 
的 基 ， 除 最 高 权 态 外 ， 一 般 不 是 Cartan 子 代数 的 本 征 态 ， 所 以 此 
表示 空间 不 是 按 权 分 解 的 . 

以 下 讨论 o(2p+ 1, R) 不 可 约 表示 的 直 积 约 化 . 设 Г, 
是 o(2p + 1, R) 的 两 个 不 可 约 表示 ， 它 们 的 直 积 约 化 为 Dpr 8 
Гут 之 On, Man рі. 此 直 积 一 般 不 是 简单 约 化 的 ，mr,,,， 
是 不 可 约 表示 Горь MBAR. Wp Topa 表示 空间 的 
基 分 别 为 


Га T? Da 

ГЬ г}, Гь, 

rhe]? | [| Doa 
P T (api 


o(2p + 1, R) 的 CG 系数 为 


! H 
Z2p+1 Гел 8 Top+1 


Г, 2р Г, 2p Г, 2р 
Yop 72р Yap 
_ I Da Thy | ВР ) | Γ4 T% | Ta 
? 
Γρ Top Tap Yop Yop "2p 
(3.95 


其 中 I D, T} | Γρ 


, ff 
Ур ‘Yap | ‘Yep 


o(2p +1, R) 的 CG 系数 问题 就 变 成 求 o(2p + 1, R) 的 约 化 标量 因 


) 为 已 知 的 o(2p, R) 的 CG 系数 ， 所 以 求 


Г! Ги В Гр 
子 2p+1 2р+1 p+ LL B=1,:::, opti: 是 
( m Th | m n 
标记 非 简单 约 化 的 量子 数 . 
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Da DW I5p41 
分 别 以 《 TL Гу | D, ) RE T°?) (Bap) 的 


ГА “ 
Ύορ Ύορ 了 2p 


左边 和 右边 ， 可 得 约 化 标量 因子 满足 的 基本 方程 
x Τρ AU ry m) 
TAC p | o Yop Yap | Vp 

x T2p+1 了 2p+1 Гәр [ρει 

I, Pp Г» I 

_ (; Б, 

7 1 

n, 0 0» 


D 
Г» D Т 
72, Yop Yap 
Гг! 
х 2р+1 
ГЬ 


Dep 
Ύορ 
«Y ( 1 IY, 


ú H at 
了 2p+1 ( 了 2p+1 T2p+1 
“ 
re 0 Ύορ 


n, Dn, [5 
Г}, ) ( D Г | Pap 
зр Yap Yap | 72р 

x Гл Tip+1 Ia Tip+1 8 Гр . 
I Г» Г» 15 Гь, 
(3.96) 

B 说 明 方 程 (3.96) 有 тг, ,ii 组 线性 无 关 解 . 

Гьы = 1 时 ， 直 积 无 简 并 存在 .以 下 求 Г, 1 的 约 化 
标量 因子 . RI, = 0, 自然 有 x, = тр. Ж Гр Γον, 由 基本 


р 
方程 (3.96), 代入 已 知 的 o(2p, R) 约 化 系数 和 o(2p + 1, R) 约 化 矩阵 
元 对 称 性 ， 可 得 约 化 标量 因子 满足 下 列 关 系 ， 


1 1 pil 1: 2p+1 
1 Το L; (+i) 
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TG» BT ΜΑΝ 
Γρ 


Τρ) B T+ ) 


I» 


TG» 


T (2p) 


_ Í Da Da 1 рт 

Iti) Г» 0 I», 

TO» 了 2p+1 
72p( 士 人 


_/ Гат Гел 1 Гн 
Pop(+t) Ip 0 I> (+z) 
(3.97) 
取 Гу = 1, IL = 0, Г" = D, (£k2) 由 基本 方程 (3.96), 并 代入 
x (3.97), 可 得 
Topa Topu Dy Doa ) 
Ty (+k) Гь Ty (3?) D», (3k) 
T>y+1 
Г» 


VERES 
0 Dy 


TG» (2р) 


一 2 Tap+1 TG» Гул Гор+1 TG») Tap+1 
Io (+k) Ty Doy (2?) Top [+k) 
х 1 Гил 72p+1 
0 Г(+ҝк) | Γορ(ΕΚ) 
_ Tap TO» Top41 Ia T» Iva 
Dy, (4k) Dy /\ Г?) Ty (38) 


« 1 Da Da ) 
0 I»,(tk?)]| Talk’) 
(3.98) 
将 o(2p 1-1, R) 约 化 矩阵 元 代入 (3.97) 和 (3.98) 式 ， 可 得 约 化 标量 
因子 的 递 推 关系 
Da ) 
Ty (—k) 


( 1 Tap+1(1) 
0 Tp(~k) 
— | (ары — Tr ap Ἑ2}(σεχρε + Th 2p) _ 
(zi2p41 — Zk2p + 1) (2: 2p+1 + Zk αρ +1) 
1 Г 1}! I: 
x ( ар+1(@ | Ган ) ， (3.992) 
0 n» Гь, 
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( 1 Tapti(-i)| Dea ) 

0 Γρί-Κ) | D;(—k) 

(£i 2p+1 — Zk 2p + 1)(Z; 2p41 + Zk 2p — 1) 
(Zi 2p41 — tk 2p) (fi 2p41 + tk 2p) 


κί lapi (73) Pu (3.99b) 
ο I» Гь, 


Ж Dop = 1, Гу = 0, Гор = Tapk + j) 和 Ty, = Гә, (Е — j), ΒΕ 
本 方程 (3.96) 得 


(5 72p+1 72p+1 ) 

0  Dy(k-3j)| I> (k — j) 

= Heer ie’ 了 2p+1 
(ак 2p — Tj 2р) 0 Γρί-}) 


了 2p+1 ) 
Γορί--1) 


MICE = 2; ορ +1) (5 7 2p+1 nt) 
(Zk 2p — 2; 2р) 0 Dy(k)| Iy,(k) 
-See 2) 172p+1 am) 
(Zk 2p — Tj 2р) 0 Γρ P. 


(3.1002) 


I 1 Da | Den ) 

0 I»(-3)| Г,(-7) 

_ (Lk 2p 2; op — 1) 1 T2p+1 
(zkap 十 zj2p 十 ]) \ 0 Tap(k) 


T2p+1 
(th 2р + £j 2p + 1) Tolk —j) | Talk- 3) 


Γρ | (βρει 
Г, 


Pop 


(Zk 2p + z; _ (Zk2p + Bj 2p) | 


了 2p+1 
Tzp(k) 
(zk ο (ek ap T Tj2p) | 2p) 6 Dya 
(Ek 2p + z; ap + 1) 2p + Tj 2р + ne 


(3.100b) 
Hi (3.98),(3.100) 可 以 解 出 ， 
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1 Горы | Гр a_i | 1 Оры 
0 Ty (k) T> (k) Tk 2р 0 Γρί--}) 


72p+1 ) 
Γορ(--3) 


"n 2p 十 Zk2p / 1 Гә | Гр | 
Tk 2р 0 Гь, Г» 
(3.1013) 
1 р 了 2p+1 _ 2352р | 1 I+ Гі ) 
0 T; (—k) Г,(-%) Tk 2p 0 T> (—j) Ty,(—j) 
+ Zk ορ) ap 1 Гр Da f 
Tk 2p 0 I5 Πρ 
(3.101b) 


Bt Г = 1, Da = 0, Г» 一 Гәр, Гор-1 = Dp_1. 由 基本 方程 
(3.96), 代入 (3.101) 可 得 约 化 标量 因子 满足 下 方程 ， 


1 Dau Pa 
0 гь | ть 
1 Г 
= 2252p 2р+1 
ο Ta 


、 Y 1/1 I» 
kl Tk2p \ 0 Ёл 


Topi \ [1d Dea 
Dap 0 Topli) 


Ty (k) Topn 
Ia I3j(k) 


Грн 
I 


TG») 


s] 
I25(j) 


pr I» у Гры 12р) Грн | 
Cite NO ya | Papa / \ Tal) Гь, 
(3.102) 
利用 (3.91) 得 约 化 标量 因子 的 另 一 递 推 关系 ， 
I 1 ρει 了 2p+1 Jz l Topti Pu ) 
0 I»(-j]| I»-j| iz 0 Πρ D, J 
(3.99c) 
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从 (3.97),(3.99) 可 得 


1 T>y+1 (i) 
1 Tp(+k) 


Гәр+1 -- 1 
I5, Ti 2p+1 ΤΚ opti 


κε Ten (2) qp) Грн (i) 1 Tapt1(i) | Da | 
Ty Tap(tk) /\0 D, | Πρ 
(3.1032 
1 I5541(—i) 了 2p+1 1 
1 I>, (+k) Ty, Ti 2p+1 Ek 2p 
Ty (~) (2p) Topa (74) 1 Topul) | Гора 
Гь, Dap(3k) 0 Гәр Гәр ' 
(3.103Ь) 
1 I» Tari \ _ " 1 
H Ty (+k) I5, Tk2p 
x Da TG») 72p+1 l рь | (ρει f 
Гь, Top(tk) /\ 0 љ | Tap 
(3.103c) 


PERR (3.99) 不 能 完全 确定 约 化 标量 因子 的 数值 . 约 化 标量 因 
子 的 绝对 值 可 以 通过 归 一 关系 确定 . 对 最 高 权 态 ?ip = zi2p+1, lË 
过 满足 正 交 归 一 条 件 
2 
Pai ) =1, 
Гәр 


H 

Y ( 1 Da 
ГА 1 

D$, 1: 2p Г, 2р 


规定 相 因 子 使 D, = 0 的 约 化 标量 因子 为 正 ， 可 以 求 得 最 高 权 态 的 
约 化 系数 为 
72pf1 = 
Py 


1 Г. 2p+1 
0 Ё, 
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p 
ID Z; 2p41 


IP {91048 
CA 2p+1 + 1) ( ) 


了 2p+1 

了 2p 
2] [;- (z; 2p+1 十 zi2p+1 十 1 
(22; 2p+1 +3) ID (£j 2p+1 + £i 2p+1 + 2) ° 


» Popi) | Рр ) 
fo(-i) 


0 Πρί-9 

[D (Z: 2p+1 — 2j 2p+1) 
Ti apt [Пн (2i 2p+41 — 2; 2p+1 - D) 
H (3.104) 出 发 ， 利 用 递 推 关 系 (3.99) 和 恒等式 (3.49), 用 数学 归纳 
法 可 得 


1 Da 
0 р, 


1 Tzp+1(i) 
0 Ё 


(3.104b, 


Ia ) _ IL Tj 2p 
me ЛИН 
[5 V 5-1 ®у2р+1(# 2р+1 + 1) 


(3.105a) 
1 Γρει() | Γορει \ _ 1 
0 Р, Г» (т; 2p+1 + 1)(22; apt +3) 
П—1(#42р+1 — 2; 2p + 1)(£i 2p+1 + 2; 2p +1) 
ID (z; apta — Z; 2p+1 + 1)(σι1ρει + Ej 2р1 +2)' 


(3.105b) 
1 Dya(-i) {ορ - 1 
0 D Г,, Ti 2р+1(22;2ръ1 — 1) 


x [Tyas (z: 2p+1 — 23 2р) (ni 2p+1 + m; 2р) 
[ilti 2р1 — 2; 3p+1 — Ἰ)(σεαρῃι + 2; 291) 
| (3.105c) 


(3.105) 和 (3.103) 给 出 全 部 o(2p + 1, R) 的 约 化 标量 因子 . 并 具有 
下 列 对 称 性 ， 
Гр ) 
D, [|]: 


| l 了 2p+1 
0 Γρ 
(3.106a) 


ma \ Jay) 1 1 ma 
Γρ d(15p41) 0 Г 
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1 ьн | Γορι _ d(I2,1)4(725) / 1 Dipun | Гьы 
1 Po Ii U(Iepi dl) V 1. I2, | Г» 
(3.106b) 


э Ж X W 
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第 四 章 0839 E EA 


本 章 介 绍 李 超 代数 和 李 超 代数 表示 的 基本 概念 ， 第 一 节 引 入 
超 代数 和 李 超 代数 ,第 二 TIER PERM, 第 三 节 讨 论 经 典 李 超 
代数 ， 第 四 和 第 五 节 讨论 经 典 李 超 代数 的 表示 、 


4.1 FARA 


AAW 1.1 知 代数 是 数 域 K 上 定义 有 乘法 的 线性 空间 ， 且 乘法 
对 加 法 满足 分 配 律 ， 数 乘 对 乘法 满足 交换 律 、 超 代数 是 代数 的 Z 
В, 22 环 是 模 为 2 的 整数 集合 (0,1), 其 加 法 和 敢 法 为 其 余 因 
子 的 运算 ， 特 别 有 I 十 1 = 0 超 代数 又 称 Z, ИТИКЕ. 

设 代数 a 可 分 解 为 Za 阶 化 空间 ， 


а= Qa; 


且 其 乘法 满足 (meg) Casus, aB € Z, 
Ша 称 为 超 代数 . af 称 为 a 的 偶 空间 ， 其 元 素 称 为 偶 元 ，ai 称 
为 a 的 奇 空间 ， 其 元 素 称 为 奇 元 ， 超 代数 偶 元 乘 偶 元 或 奇 元 乘 奇 
元 得 偶 元 ， 偶 元 和 奇 元 相 乘 得 奇 元 . XF z € au, Kz 的 阶 为 o, 记 
为 deg z = a. 
由 于 超 代数 是 Z, 阶 化 空间 ， 所 以 我 们 对 阶 化 空间 作 一 简单 讨 
‚ЖУ = W @ V 是 Zo 阶 化 空间 WU c V, BB ЖУ ΤΕ 
i HU ДГ = г%ө п, U 是 V 的 阶 化 子 空间 . 
注意 一 般 来 说 子 空间 并 不 一 定 是 阶 化 子 空间 , 此 可 从 图 4.1 所 给 的 
简单 例子 看 出 ， 图 中 直线 О 是 子 空间 ， 但 不 是 阶 化 子 空间 ， 因 为 


157 


V 


V 


其 中 


U'£U'n W OU NV. 

阶 化 空间 V 中 任意 元 素 ze V, 可 通过 
V 中 的 一 组 基 , 用 和 矩阵 表示 出 来 . 设 V = 
V5 6 W, dim Vj; = т, dim V, = n, V Ж 
为 m +n 维 阶 化 矩阵 . Βα (el e?,---, em) 


和 (e™ е2... ein) 4 SD; Vo A Vi 
的 基 ， 则 
2 = | 0 | ; (A.la) 
I 
21 
22 
. |EV (4.10) 
Tm 
Tm+1 
mU leu. (4.19) 
Tm-4n 


Ў W = Жо Ф Wr, 是 阶 化 线性 空间 ， dim Wy; = i, dim Wi = J, 


m (e! e"? ... 
A, HC 
JA 
ya 
1⁄6 = . 
Vi 
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, €!) 和 ο eft? ... 


eti) 分 别 为 Wo 和 ΜΙ 的 


则 任意 ye W RA 
-(5) 
у= - 
Vi 


与 普通 空间 线性 变换 类 似 , 可 定义 阶 化 空间 线性 变换 L = L(V, W), 
L: V — W, 满足 : 


L(cez +z!) = cL(z) + ЩЩ), zz € V, c€ K, (4.2) 


阶 化 空间 线性 变换 L 也 是 阶 化 空间 上 = L5 1, Ж ЕЖЕ Б, 


z € L 的 矩阵 表达 式 为 
A B 
z= | CD } (4.3) 


А 0 
-(1 >): (4.3a) 


其 中 4 Hix m 4M, dE νο PRR RE Wa, D A jx n Ж 
Е, JE Vi 中 元 素 变 到 Wr. 奇 元 z € Li 有 


0 B 
ДЕ a (4.3b) 


其 中 B,C PRA ix nj x m 维和 矩阵 ， 分 别 把 Vi 变 到 Wo, 把 Vo 
变 到 Wi. 

对 由 站 到 了 阶 化 线性 变换 ， 或 称 V 上 线性 变换 ， 可 以 引入 
超 迹 概念 . 定义 z EL 的 超 迹 为 


即 偶 元 z& Lo 有 


str(z) = tr(A) — tr(D), (4.4) 
其 中 tr 是 普通 矩阵 的 迹 . 
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把 阶 化 空间 V 映 入 数 域 K 的 线性 泛 函 全 体 构 成 V 的 对 侦 空 
E, wA V* = Vz? oW, RP 
W = (f εν (ντ, K) = 0), 
Vi = {J εν (νο, K) = 0). 
i W* = Ис @ W? 是 阶 化 空间 W 的 对 偶 空间 ， 则 由 阶 化 线性 变 
换 L(V,W) 可 以 诱导 出 将 W * 变 到 V* 的 线性 变换 LT(W*,V°*), 
称 为 工 的 超 转 置 ， 


(L'g(r)-(-Y?g(bz) zeV,geW' (45) 
ДР a = degg, B = deg LS z € LH (43) 式 表示 时 ， 有 
= | 4 C J | (4.5) 
Bt Dt 


Hp 是 普通 矩阵 的 转 置 . 

fi Grassmann 超 代 数 L(n) = L(n)s@L(n)i, 是 由 nn 个 Grass- 
mann 数组 成 的 多 项 式 ， 偶 次 式 为 L(n)o, 奇 次 式 为 L(n)i. Grass- 
mann Ж 61,62,… ,tn 是 反对 易 数 ， 其 乘法 满足 

| gib =—-G&, 17}, 
&* = 0, 

ЖФ i,j = 1,2,---,n, 以 Grassmann 数 的 乘法 定义 L(n) ЗЕ, 
注意 deg 6; = Í, Жо, p € Za, 乘法 满足 (L(n)a,L(n)3) С (т) аз, 
a, В € Zo, й L(n) 构成 超 代数 ， 

Bl 阶 化 空间 Y 土 阶 化 线性 变换 ДУ, У), 定义 两 个 线性 变换 
的 乘法 为 连续 两 次 线性 变换 ， 即 相应 线性 变换 的 矩阵 相 乘 ， 满 足 
(L(V, И), L(V,V)a) C L(V, V Jarg, Ж L(V, V) 构成 超 代数 . 

由 节 1.1 知 李 代数 是 代数 ， 其 乘法 满足 双 线 性 ， 反 对 易 性 和 
Jacobi 恒等式 ， 类 似 的 可 以 定义 李 超 代数 ， 设 a = a a; 是 超 代 
数 ， 对 т,у,г Ea, ccd € K, degz = а, деву = 8, 若 其 乘法 满足 
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(1) 双 线 性 
(ez + ey, 2) = οἷα, z) + с (y, z), 
(2, ez + ο) = e(z, m) + e! (z, у); 


(2) 阶 化 反对 易 性 
(z, y) = 一 (一 ) y 2); 
(3) 阶 化 Jacobi 恒等式 
((т, y), 2) = (z, (y, 2)) — (-)?? (u, (z, г)); 


ШЖ a AFERA. КУМИТЕ К, LE Z 阶 化 
ERA. 从 定义 可 看 出 , 若 交换 两 个 奇 元 相 乘 顺 序 ， 会 相差 一 个 负 
号 . 
从 节 1.1 知 由 代数 的 乘法 可 通过 对 易 关 系 诱导 出 李 代数 . 类 似 

地 ， 由 超 代 数 a 的 乘法 ， 设 z,y Ea, 用 zy 表 超 代数 а 的 乘法 ， 
通过 下 列 对 易 关 系 和 反对 易 关 系 定义 新 的 乘法 (2,9), 24 z € a5 E 
y € as, 有 

(x,y) = [x,y] = zy — uz, (4.6a) 
4rea fly € ar, 有 

(z,y) = {x,y} = zy + yz, (4.6b) 


则 诱导 出 李 超 代 数 a. 显然 满足 双 线 性 ， 阶 化 反对 易 性 和 阶 化 
Jacobi 恒等式 ， 称 李 超 代数 a 是 从 超 代数 a' 诱导 而 来 . 

从 李 超 代数 的 定义 可 看 出 , 李 超 代数 与 超 代数 不 同 , CREE 
代数 的 Z, 阶 化 . 而 李 代数 却 是 李 超 代数 的 一 种 ， 当 李 超 代数 的 所 
有 奇 元 为 零 时 即 为 李 代数 . 

由 李 超 代数 a = apo a; 是 阶 化 线性 空间 , ἩΣ ag 和 oi 的 
维 数 为 1 ἈΠΕ, 所 以 可 取 αρ ЯП ат 的 基 分 别 为 (αι,α»,::-,αι) 和 
(з, Уз, с, Ye). 用 英文 字母 作 偶 空 间 基 的 下 标 ， 用 希腊 字母 作 奇 空 
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闻 基 的 下 标 ， 则 a 的 乘法 可 以 用 基 的 对 易 关 系 和 反对 易 关 系 写 出 
[ri z;] = fF;zuo 
[z Ya] = FP ua, (4.7) 
{Ya 9g) = Ας pti- 


系数 fh. Fo, Αἱ a 称 为 a 的 结构 常数 ， 阶 化 反对 易 性 要 求 


fF, = HT 
FP, = -FP, (4.83) 
Аб в = Άβα. 
取 重 复 指标 求 和 ， 阶 化 Jacobi 恒等式 要 求 
b fi t fi fia t fia fia =% 
fi FP, = БаР у + Ер „Ей „ = 0, (4 80) 


Аз Mm FEA ABI Fe BAS s = 0, 


m 


] ó j ó j 6 一 
A) Ελα + Ab „Её, + A) SF), = 0. 


jo yar 3B 
从 (4.7) 式 可 以 看 出 构成 李 超 代数 的 条 件 ， 第 一 式 说 明 a 的 偶 空间 
αρ 构成 李 代 数 , 第 二 式 说 明 奇 空间 αι 给 出 一 个 ар 的 表示 空间 , 第 
三 式 说 明 存 在 一 个 ат Ж αι 到 αρ 的 同 态 上 映射 @ : (01,01) 一 ag. 所 
以 一 个 李 超 代数 应 该 从 三 个 方面 来 描述 ， 即 李 代 数 as, 李 代 数 αρ 
的 表示 mi 和 一 个 ai 对 ai 的 到 a5 的 同 态 映 射 ， 这 些 条 件 在 单 李 
超 代 数 的 分 类 中 起 重要 作用 . 

如 上 所 述 , 李 超 代数 a= ag Gay 在 上 述 基 下 , 可 以 用 基 的 对 易 
关系 和 反对 易 关 系 (4.7) 式 表 示 出 来 ， 在 这 意义 上 说 ， 李 超 代数 由 
满足 对 易 关 系 和 反对 易 关 系 的 封闭 集合 构成 ， 据 此 可 以 定义 a 的 
伴随 表示 ad(a), XJ z,z' ea 有 ad(z)z = (z, z^), 具体 地 

ad(z;)z; = [ату] = fË;zk. 
ad(zi)ya = [zi Ya] = Fra; 
ad(ya)z; = —[ri ya] = —F ys, 
ad(ya)ug = (ve, уз} = Αἱ pTi- 


(4.9a) 
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所 以 伴随 表示 的 非 零 矩阵 元 为 


ad(z д = = ff; 
= FË 
ad(zae = Fre: (4.9b) 


ad(y.)? = -Ε9 


ta) 


ad(ya Ya = Ας в 


其 余 矩 阵 元 如 ad(zi)y = ad(z;)) = ad(y4)] = ad(ya)} = 0. 

与 李 代数 类 似 ， 可 以 定义 李 超 代数 a 的 Killing 型 ， 它 是 a 上 
的 双 线 型 ， (xz y) = str(ad(r)ad(y)) 由 此 定义 可 看 出 Killing 型 
是 偶 的 ， 它 还 满足 超 对 称 性 (z y) = (—)%°® ®Чевъ(у z) 和 不 变性 
((z,y) 2) = (z (y, 2)), 对 my, z € a. 

在 基 为 (21,22, αι) 和 (д, узус. уе) 时 ， 注 意 偶 ， 奇 空间 
基 的 下 标 分 别 用 英文 6j k LIS а, By 标记 ， 则 Killing 型 可 
以 用 矩阵 (guo) 描述 ， 非 零 的 矩阵 元 为 


Jij = g; = str(ad(z soja (r3) 


ο. > ia ЕР», 


Sa B = -IB a = = str(ad(ya)ad(y)) 


= =), v + У Ер АБ. 


其 余 矩 阵 元 为 零 ， 即 ga; = фа = 0. 

例 Ж Poincare 代数 ， 此 处 讨论 粒子 物理 超 对 称 中 最 小 的 超 
Poincare 代数 . 其 李 代 数 为 Poincare 代数 ,在 采用 度 规 张 量 为 5 v = 
diag(1, 一 1, 一 1, 一 1) =m”, u,v, À, p = 0,1,2,3 B, 其 生成 元 满足 以 
下 对 易 关 系 

[Р„, PA] = 0, 


(4.10) 


1 
+IP, Ja ol = т Р» + nx „Рь, 


1 
τομ o Jal = „Јар Πρν Jy А + Πρ μον a — ηλ pd р. 
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P, ЖЕЕ} aP P 4k. J. 是 空间 转动 和 特殊 Lorentz FR. Haya 
有 四 个 生成 元 δα, a = 1,2,3,4. Sa 与 Poincare ЕГА 
以 下 对 易 关 系 

[Sa, Pa] = 0, 


1 
[Ss, J, »] = A „5)в, 
奇 元 间 满 足以 下 反对 易 关 系 


δα, Sa) 一 一 (uC)a ΑΡ", 


其 中 y, 是 Dirac 矩阵， 满足 {V w} = 2ημν, σµν = Shen, C 
FE AHP, NEC ly,C = уб, С = Ct = С. 

这 是 把 普通 四 维 时 空 z, 推广 到 包括 一 个 反对 易 旋 量 б, o = 
1,2,3,4. 相应 生成 元 的 微分 表达 式 为 


P, = iD 
Jav = (хд, ~ 2,0,) 一 A ν 


9 
δα =i (ag + 2 19,y^6,), 


9 
δθ᾽ 


其 中 On = Magen 6 = Oty. 

Bj — ARTE pl(m,n) = pl(V), 是 从 阶 化 空间 了 E 
线性 变换 超 代数 L(V) 诱导 出 的 李 超 代数 ， 它 在 李 超 代数 中 的 作 
用 ， 类 似 一 般 线 性 李 代数 (п) 在 李 代数 中 的 作用 ， 是 相当 重要 
的 . 

iW V = W ΦΥ, dimW = m, йти = n. 8 z € pl(m,n)a, 
y € pl(m,n)g, α,β € 23, REXA 


(x,y) = zy — (-)?? yz 
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HRS [Н] pl(m, п) о 和 奇 空间 pl(m, n) AHA 


pl(m,n)s = [ А 5 J ; (4.11a) 
pl(m,n); — [ ; M ) (4.110) 


ἈΠ AGI D 4 B m x m fl n x ΕΧΕΙ, 4345 Vs 变 到 Vs 
和 V EB γι. 所 以 是 一 般 线 性 李 代 数 gl(m) 和 gl(n) HAM, B 
pl(m, n)s = gl(m) © gl(n). W BA m x n HERR, E Vy BB W. 
C 为 n x m WB BE, E Vo 变 到 Vr. 

当 李 超 代数 a 可 以 分 解 为 有 限 维 Zo 阶 化 子 空 间 的 直 和 ， 即 
а = Θιεζαι, HA (0,0) € a;+;, 则 称 a 为 Z 阶 化 李 超 代数 .如 
还 满足 αρ = Giao; 和 ar = Dianei, 则 称 此 Z 阶 化 与 Zo 阶 化 是 
相 容 的 . pl(m,n) 具有 相 容 的 Ζ 阶 化 ， р(т, п) = pl(m,n)_1 8 
pl(m, n)o Spm, nh. 它们 的 元 素 具 有 以 下 (m+n) x (m+n) 维 阶 
化 矩阵 的 形式 


0 0 
᾽ € pl D =l; 
σ Jj z € pl(m,n)-1 
A 0 
ї = 3 € pl 了 了 
, > | T pl(m, n)o 
0 B 


r= ; € pl(m, n),. 
ο. 


设 E,, ЖЖ ити 列 元 素 为 1, 其 余 元 素 为 0 BJ (πι + n) x 
(m+n) ЯЖ, п] Hx Е; j, Ea в, Eia, Bai 为 pl(m,n) 的 基 ， 其 中 
ájkl212, m, Ща, 8,7,5 = m+1,m+2,---,m+n. 于 是 基 
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之 闻 满 足下 列 非 零 对 易 关 系 和 反对 易 关 系 ， 如 


[Ei j, Ex i) = ô; Eit — Ó; LEk j, 
[Ei 1, Ea | = ~6$i Es з, 

[Bij, Ει αἱ = ó; E, a» 

[Ea в, Ey οἱ = бв yE, š — δα 5Ey в, 
[Ea в, Ey i] = bp 4 Ea h: 

[Ea в, Ei η] = —Ós Ёз, 
{Ea i, Ej p} = ó; jEo p + δα BË; i. 


任意 z € pl(m,n) 可 以 写成 z = 25 i j Ei ; + Ya aza gÉo в + 
Уа «Ёге + У), Za E, 利用 基 之 间 的 对 易 关 系 和 反对 易 关 
Ж, n] b| sk Hi z 的 伴随 表示 的 非 零 矩 阵 元 , 如 ad(z) i ij 5 mo 1 
i, ad(z)i1,ig = —mju lj а(х): зз = Tii — tjj BH, 从 
而 直接 计算 出 z, € pl(m, п) 的 Killing 型 为 


(z, y) = 2(m — n)str(zy) — 2str(z)str(y). (4.12) 


下 面 讨论 超 代 数 的 子 代数 和 理想 ， 设 超 代数 b 是 超 代数 a 的 
子 代数 ， 并 且 是 a 的 阶 化 子 空间 ， 则 称 6 是 a 的 阶 化 子 代数 ， 有 
时 也 简称 为 子 代 数 . W b 是 a 的 子 代数 ,而 且 对 x € b,y Ea 满足 
(x,y) C b, Bl Жа 的 不 变 子 代数 ， 则 称 b 是 超 代数 a 的 阶 化 理 
ХЕ, 有 时 也 简称 为 理想 . 同样 阶 化 子 代 数 和 阶 化 理想 的 定义 也 适用 
于 李 超 代数 . 

如 超 Poincare 代数 中 , 以 空间 平移 算 子 P, 为 基 的 子 空间 , BE 
的 阶 化 理想 . 又 如 一 般 线 性 李 超 代数 pl(m,n) 中 ,以 (m+n)x(m+n) 
的 单位 矩阵 Emin 为 基 的 子 空间 (cE, |с € Ky, 是 它 的 阶 化 理 
想 . 

现 讨论 超 代数 的 同 构 与 同 态 . FARERI Φ 将 超 代 数 a 
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映射 到 超 代数 a, 


Ф:а — d, 


, (4.13a) 
Ф(а.) Са, ає 22. 


且 保 持 超 代数 的 运算 规律 不 变 ， 即 向 量 数 乘 ， 加 法 和 乘法 不 变 ， 也 
就 是 对 z u ca ce EK 有 


(ez + су) = cB(r) +c’ Ply), 
$((z,y)) = ($(z), Ф(у)), 


则 称 $ 是 同 态 映 射 ， 称 超 代数 а 与 超 代数 AA. 将 此 定义 中 的 
超 代 数 换 成 李 超 代数 ， 也 就 是 李 超 代数 的 同 态 定义 . 

如 从 超 代 数 a 到 超 代数 α’ 的 同 态 映 射 是 一 一 的 ， 则 称 a a 
是 同 构 超 代数 . 同样 李 超 代数 的 同 构 也 是 将 此 定义 中 的 超 代数 换 
成 李 超 代数 即 可 ， 所 以 两 个 同 构 的 超 代 数 或 两 个 同 构 的 李 超 代数 
满足 同样 的 运算 规律 ， 从 抽象 的 数学 角度 看 , 它们 是 完全 一 样 的 . 


(4.13b) 


42 ЖФ Қ 


设 李 超 代数 a (0) Mo 自身 之 外 ， 不 含有 其 他 阶 化 理想 ， 
Н (a,q) 关 {0}, 即 a 不 是 交换 李 超 代数 ， 则 称 a 为 单 李 超 代数 ， 显 
然 上 节 提 到 的 超 Poincare 代数 和 一 般 线 性 李 超 代数 都 不 是 单 李 超 
代数 . 

а= а Фат 为 单 李 超 代数 时 ， 有 

(1) [05, a3] = ат, 否则 αρ © [a5, ατ] 是 非 平庸 阶 化 理想 ; 

(2) 34 a Z (0) Bf, Æ {az a1} = ар, 否则 {ατ,ατ} Φ ат 是 非 
平庸 阶 化 理想 ; 

(3) {A € al(4,a1) = {01} = {0}, 否则 (A € al(A,az) = {0}} 
是 非 平庸 阶 化 理想 . 

可 以 证 明 车 李 超 代数 a 满足 
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(1) ag Ж ат ËJ E ERE BJ 3145 A 0; 

(2) (ат, ατ) = a9; 

(3) ат Z {0}; 

ΜΙ а 是 单 李 超 代数 . 

单 李 超 代数 的 Killing 型 是 非 退 化 的 或 是 恒 等 于 零 的 . 

与 李 代数 类 似 ， 也 可 以 作 李 超 代数 的 降 中 心理 想 子 代 数 链 和 
导 来 理想 子 代 数 链 ， 并 定义 寡 零 和 可 解 李 超 代数 ， 李 超 代数 o 的 
降 中 心 链 al αἴ] all, ... ανν. 为 alo] = a, al! = (a, a), 
al?! = (a, ql)... Ὃν all = (a alk- T ο. ΜΕ п {8 аг = {0}, 
WER a ARES RAR. SRNR a 的 导 来 链 a аб), αἴθ), 
εν" α().. - 1 αἴ) = а ; a) = (a9), д(9)), a) = (a) a5, ..., 
a) = (g(5-D, g(&-D),..., 当 有 正 整 数 n {8 al”) = (0), 则 称 a 为 
可 解 李 超 代数 . 

显然 单 李 超 代 数 既 不 是 赛 零 的 ,也 不 是 可 解 的 . 可 以 证 明 李 超 
代数 а = 05 Фат 可 解 的 充分 必要 条 件 是 as 为 可 解 . 

单 李 超 代数 的 分 类 已 经 由 Кас 和 Scheunert 等 完成 MAH 
代数 又 分 为 经 典 李 超 代数 和 Cartan 李 超 代数 两 大 类 . 

设 а= о Gai 是 单 李 超 代数 ， 且 as 在 ai 的 表示 是 不 完全 可 
约 的 ， 则 称 a 是 Cartan 李 超 代数 ， Cartan 李 超 代数 有 以 下 四 个 
系列 ; 

(1) W(n), n> 2, 维 数 为 n2", 

(2 S(n), nmn283,UE X (n—1)2^ +1, 

(3) δία), m > 1, ESO (n - 1)2" 41, 

(4) Hlin) n24, EA 2^ — 2. 

Cartan 李 超 代数 的 性 质 与 无 限 维 李 代 数 有 许多 类 似 , 但 Cartan 2 
超 代 数 是 有 限 维 的 . 

设 a = apa 是 单 李 超 代数 ， 且 ao 在 αι 的 表示 是 完全 可 约 
BJ, Blas 在 ат 的 表示 是 不 可 约 的 或 完全 可 约 的 ， 则 称 a 是 经 典 
李 超 代数 ,经 典 李 超 代数 又 分 为 基本 经 典 李 超 代 数 和 奇异 李 超 代 
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数 两 种 . RE, 为 nxn 维 的 单位 矩阵 ， 基 本 经 典 李 超 代数 有 以 下 
四 个 系列 和 三 个 例外 李 超 代数 ， 

(1) A(m,n) = spl(m+1,n+1),  mzn, m,n > 0, 

A(n,n) = spl(n +1,n + 1)/Eo4453, n> 0, 

(2 B(m,n) = osp(2m + 1,2n), πι > 0, n > 0, 

(3) C(n) 20osp(2,2n—2), n>2, 

(4) D(m,n) = оѕр(2т,2п), m22, m > 0 

(5) Ε(4) = Is, 

(6) G(3) = Г», 

(7) D(2,1,a@) = Γίσι, 02,03). 
奇异 李 超 代数 有 以 下 两 个 系列 : 

(1) P(m)=)(n +1), 

(2) Q(n) = Q/ Es, ,2, n > 2, 也 有 人 称 其 为 Gell-mann, Michel, 
Radicati 的 (f, d) 代数 . 其 中 Q 又 称 为 d(n + 1). 

本 书 将 着 重 讨论 基本 经 典 李 超 代数 . 下 面 先 给 出 以 经 典 李 超 
代数 的 定义 和 最 基本 性 质 ， 


A(m,n) 和 A(n, n) 


已 知 A(m,n) = ѕ=р(т + 1,τι + 1), A(n,n) = spl(n + 1,n + 
1)/ Ej, 45, spl(m,n) 是 特殊 线性 李 超 代数 ， 它 是 一 般 线 性 李 超 代数 
pl(m,n) 取 超 迹 为 零 的 子 代数 ， 即 


spl(m,n) = {т € pl(m,n)|str(z) = 0). (4.14) 


由 于 对 z € spl(m,n), y € pl(m,n), 有 sti((z,y)) = 0, #& spl(m,n) 
是 pl(m,n) 的 理想 ， 设 天 = {cEmin}, 有 pl(m, n) = k Ө spl(m,n). 

Е m Z n 时 ， 超 迹 为 零 条 件 正 好 可 以 去 掉 pl(m,n) 的 另 一 理 
dH k. 所 以 A(m,n) = spl(m+1,n+1) 是 单 李 超 代数 . 而 在 m = n 
时 ， 超 迹 为 零 条 件 不 可 能 去 掉 рп, п) 的 理想 大 = {сЕ}, 所 以 
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spl(n,n) 不 是 单 李 超 代数 .只 有 去 掉 这 理想 的 A(n,n) = spl(n + 
1,n 十 1)/E2n+t2 才 是 单 李 超 代数 . 

spl(m,n) 与 pl(m,n) 一 样 具有 相 容 的 2 阶 化 ， spl(m,n) = 
spl(m,n)-1 @ spl(m,n)o © spl(m,n)i. 它们 的 元 素 具 有 以 下 (m + 
n) x (m + n) 维 阶 化 矩阵 的 形式 


0 0 
c= 0 > TE spl(m, n) -1 


C 
A Ü 

2 = [ 0D ) z € spi(m,n)o, 
0 B 

T= | 0 0 ) т € spl(m,n)1, 


EP AM D 4 8I mxm 和 nxn SERIE, 并 且 满足 tr(A) = tr(D). 
B 为 m xn ЖЖ, COS nx m 维 矩阵 ,由 此 可 得 spl(m,n)o = 
si(m) Ф sl(n) Ө k, HH sl(m), sl(n) 为 特殊 线性 李 代 数 ， 而 上 = 
{c(nEm +mEn)|c€ К} 是 一 维 李 代数 ， Em, En 是 m,n 维 单位 矩 
阵 


从 pl(m,n) 的 Killing 型 (4.13) 式 ， 加 上 超 迹 为 零 的 条 件 ， 设 
х,у € spl(m, n), 可 得 spl(m,n) 的 Killing 型 为 


(x,y) = str(ad(z)ad(y)) = 2(m — n)str(zy). (4.15) 
B(m,n), C(n) 和 D(m,n) 


这 三 个 李 超 代数 都 属于 正 交 辛 李 超 代数 озр(т,т) 系列 ， 它 是 
pl(V) = pl(m,r) 的 子 代 数 ， 并 保持 下 双 线 型 不 变 . 设 z,y € V, 
osp(m, τ) = (a € pl(m,r)|(ax)' My + (—)%® “εχ! May), (4.16a) 
其 中 
H 0 
M= t = t = 
[ o 2). Ht = H, Gt = -G, (4.16b) 
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H Επι КНЕ, CG 的 反对 称 性 知 其 维 数 为 偶 7 = 2n. 当 用 
阶 化 矩阵 表 osp(m, 2n) 的 元 素 


A B --- 
a= , а € osp(m,2n), 
C D P 


则 由 双 线 型 不 变 得 
АН + HA = 0, 


DtG+GD = 0, (4.16с) 
ВН — GC = 0. 
由 此 可 见 А 是 正 交 代数 o(m, C), D 是 辛 代数 Cn. 
对 B(m,n) = osp(2m + 1,2n), 用 EB; Kix i MADER, 4 
т> 0, n> О В, EH 


о © = о о 


w b u CT αι 
c — v y у 
a=| -υ -w 0 z а |, (4.17b) 
-yi -rt —z d e 
y т zt f -dt 


其 中 w,b,c E: m x m ЖЕ, d,e, f Ë n x n kB EE, T,9,71,91 是 
mxn ЖЕЕ, u,v 是 m x1 FEF, zz el x n EB, B 
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bt = –Ь, ct = —c, et = e, ft = f. 


对 D(m,n) = osp(2m,2n), “ἡ m > 2, n > 0 At, AH 


0 E, 0 0 
ma| f= © 9 9] (4.18a) 
ο ο ο E, 
0 0 -E, 0 
则 任意 ac D(m,n) 可 用 如 下 2m 2n 维 阶 化 矩阵 表 出 
w b Τι 
EM 
a-| ^, " п ， (4.18b) 


| 
г 
= 
| 
R 
me 
— е R8 
a 


其 中 w,b,c Ж mx m Ж, d,e, f Ж n x n ЖЕ, 2,),21,91 是 
m xn ЖЕ, Hi bt = —b, ct = 一 ce et = e, ft = f. 

对 C(m) = osp(2,2n - 2), `Í⁄ n > 2 时 ， 则 任意 a € C(n) 可 用 
如 下 2n 维 阶 化 矩阵 表 出 


w 0 r т 
0 — 
а= шуи (4.19) 
-W -zi d e 
y σα f -d 


H w eK, d,e, f Ж (n-1)x(n-1) HK, 2,9,21,y1 是 1x (n— 1) 
Ep, ВЖЕ et =e, ft = f. 
C(n) Ж 2 阶 化 的 ， 即 
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w 0 0 0 
— 0 O 
C(m)o = d е 5 
f -dt 
0 00 0 
0 0 
C) a=] ‚7 р, (4.19) 
у 000 
0 0 = σι 
0 0 0 O 
C(n) = t " 
0 — 0 O 
0 zt 0 O 


所 以 C(n) 的 性 质 与 (т, n) 是 不 同 的 . 从 式 (4.17), (4.18) 和 (4.19) 


可 得 
В(т,п) = Bn @ Ch, 


D(m,n)o = Dm ® С, (4.20) 
C(n)o = k 6 C1, 
其 中 是 一 维 李 代数 ， 上 的 生成 元 为 


oo oc m 
© 

© ccc 

oo c 5 


另外 还 应 指出 ， 上 述 (4.17a),(4.18a) 中 矩阵 M 还 可 取 其 他 
形式 ， 只 要 保持 H ЯЖ, G 是 反对 称 和 矩阵， 都 可 以 给 出 
B(m, n), D(m,n) fl C(n) 的 矩阵 实现 . 
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例外 李 超 代数 F(4),G(3) 和 D(2,1,o) 


可 以 证 明 只 存在 的 唯一 的 经 典 李 超 代数 F(4), 其 偶 空间 为 
Е(4) = Ba Ai, 偶 空 间 在 奇 空间 Ε(4)1 的 表示 为 зріпт 812. F(4) 
的 维 数 是 40. 它 的 killing 型 是 非 退 化 的 . | 

可 以 证 明 只 存在 的 唯一 的 经 典 李 超 代 数 G(3), 其 偶 空 间 为 
G(3)5 = Gz © Ah1, 偶 空间 在 奇 空间 G(3); 的 表示 为 G2 sl. G(3) 
的 维 数 是 31. 它 的 killing 型 是 非 退化 的 . 

可 以 证 明 只 存在 的 一 个 参数 a 的 经 典 李 超 代数 D(2, 1, a), 其 
偶 空间 为 D(2,1,a)5 = Αι ФА Ф Αι, 偶 空间 在 奇 空 间 的 表示 为 
sl; @ slg 9 sla. Ῥ(2,1,α) 的 维 数 是 17, 其 中 参数 a 为 除 0 和 —1 Z 
外 的 复数 ， 它 的 killing WHE. 


奇异 李 超 代数 P(n) 和 Q(n) 


0 n 
М = | Es J , (4.21a) 
Е, 


奇异 李 超 代数 Pin) 的 定义 为 

P(n) = (a € spl(n + 1,n + 1)|а M + (-)**6?Ma = 0}, (421b) 
W b,e,d 为 (n + 1) x (n +1) ÆR, Jil P(n) 中 元 素 a 可 由 下 所 
阵 给 出 


d 
a= [ b J ， 6 =b, οἱ = --ο, tr(d) = 0. (4.21c) 
ο —dt 


ALES n> 2h, Pin) 是 单 李 超 代数 . 它 的 Killing WH. 
B d € gl(n + 1), b € sl(n + 1), 则 李 超 代数 Q (n) Ἢ 


αυ ale (4.224) 
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Q p 当 去 掉 其 理想 Bn;2 后 ， 可 以 得 到 单 李 超 代 数 О(п), 
Bl Q(n) = Q/Ey,+2. Q(n)o = An, 它 的 Killing 7875 2. 
表 an 和 (4.2) 给 出 经 典 李 超 代 数 的 简单 性 质 . 


表 4.1 经 典 李 超 代 数 其 偶 空 间 在 奇 空间 
的 表示 是 不 可 约 的 


2(m + n)? + m + 3n 
2(m + п)2 -m+n 


302m 十 1 四 SP2n 
Dn ФС. 800,4 Q Sp24 
Bs @ Αι spiny @ sl2 
G @ Αι G2 @ slg 

Αι ϐ Αι Ф Αι | slo Q sl2 Q sl? 

Án adslu +1 


R42 经 典 李 超 代数 其 偶 空 间 在 奇 空 间 
的 表示 是 两 个 不 可 约 表示 直 和 


(m, S Am 30. Gk πμ sar" ως. 
ΜΗ n) An @ An sl,+1 @ sbn41 sb, ү @ sb, ү 
C(n) » ФЕ 8P2n-2 Ok sp2n_2 k 
Pin) А231" 5231.1 


归纳 起 来 ,在 代数 封闭 数 域 上 , 单 李 超 代数 的 分 类 有 以 下 重要 


定理 4.1 一 个 有 限 维 单 李 超 代数 ， 或 与 单 李 代 数 同 构 ， 或 与 
A(m, n), B(m, n), С(п), D(m,n), F(4), G(3), D(2,1, a), P(n), Q(n), 
W (n), S(n), S(n), H(n) 之 一 同 构 . 

在 单 李 超 代数 间 ， 除 单 李 代数 间 的 同 构 关系 外 , 只 有 以 下 同 构 
KAR: A(m,n) = A(n,m), A(1,0) = C(2) ~ W(2), A(1,1) = Η(Α), 
P(2) = S(3), B(0,1) ~ Š(2) 和 D(2,1)  I(-2,1,1). 

定理 4.2. 一 个 具有 非 退 化 Killing 型 的 有 限 维 单 李 超 代数 ， 或 
与 单 李 代数 同 构 , RS m п AY A(m n), B(m,n), C(n), m # п+1 
的 D(m,n), F(4,G(3) 之 一 同 构 . 
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因为 单 李 超 代数 的 Killing 现 只 能 是 非 退 化 或 恒 等 于 零 ， 所 以 
由 定理 4.1 和 4.2 可 以 得 到 Killing 型 恒 等 于 零 的 单 李 超 代 数 . 


43 经 典 李 超 代数 


从 第 一 章 知 道 半 单 李 代 数 在 李 代数 中 起 重要 作用 ， 上 节 仅 对 
单 李 超 代数 进行 了 讨论 , 但 并 未 涉及 半 单 李 超 代数 的 问题 . 这 是 因 
为 半 单 李 超 代数 的 分 类 并 没有 完成 ， 虽 然 Кас 等 曾 对 半 单 李 超 代 
数 问题 进行 过 讨论 . 

对 李 代 数 ， 若 李 代 数 g BER o 和 {0} 之 外 , 不 含 任何 可 解 理想 ， 
Wg 是 半 单 的 . 李 代数 о 半 单 的 充分 必要 条 件 是 9 为 有 限 个 单 李 
代数 的 直 和 .， 李 代数 半 单 的 充分 必要 条 件 是 其 Killing 型 非 退 化 . 
而 对 李 超 代数 ， 车 也 定义 半 单 李 超 代数 a 为 除 a 和 (0) 之 外 ,不 
含 任何 可 解 理想 . 但 半 单 李 超 代数 并 不 一 定 可 以 写成 单 李 超 代数 
的 直 和 ， 其 Kiling 型 也 不 一 定 是 韭 退化 的 、 事实 上 单 李 超 代 数 的 
Killing 型 也 不 一 定 是 非 退化 的 。 Killing 非 退 化 基本 经 典 李 超 代数 
的 一 些 性 质 与 半 单 李 代 数 的 性 质 有 相当 类 似 ， 有 人 也 称 其 为 严格 
半 单 的 . 

基本 经 典 李 超 代 数 在 可 以 做 根 分 解 ,有 根系 , 素 根 系 ，Cartan 
矩阵 和 Dynkin 图 等 方面 ， 与 半 单 李 代数 也 相 类 似 . 本 节 将 着 重 介 
绍 这 些 性 质 . 

设 a=m 由 mi 是 李 超 代数 ，" 是 ар 的 Cartan 子 代数 ， 则 称 
b 是 李 超 代数 а 的 Cartan 子 代数 . 

经 典 李 超 代数 的 Cartan FRA ἢ 是 对 角 的 ， 设 的 基 为 
{hi,he, ---, he}, WA 


[hi, hj] = 0, i,j = 1,2,--- ,T, 
b 的 维 数 r 称 为 李 超 代数 a 的 秩 . 如 经 典 李 超 代数 可 以 作 以 下 分 
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解 ， 称 其 为 根 分 解 . 


一 Bach* Qa 


(4.23) 
da = (z € a|[h,z] = a(ħ)z, h €b), 
其 中 9* 是 6 的 对 偶 空间 ， 称 为 根 空间 . BA 
A = {a € B*|aszo] (4.24) 


称 为 a 的 根系 . BR A= Ac U Δι, Ao E αρ НЕ, KARR 
Ж. Al 是 o5 在 ai 表示 的 权 系 ， 称 为 奇 根系 . 

W a 是 经 典 李 超 代 数 ，a = Фа, 具有 如 (4.24) 式 的 对 Cartan 
子 代 数 ἢ 的 根 分 解 ， 则 有 

(1) ao — 5, BI h 就 是 a 中 0 根 的 集合 ，Q@(n) 除外 ; 

(2) BR A(1,1), P(2), P(3) 9 Q(n) 外 , 当 a 关 0, 有 dima。 = 1; 

(3) BR P(n) ἯΙ Q(n) 外 ，a 上 只 存在 一 个 可 差 常数 因子 的 ， 
非 退 化 超 对 称 的 不 变 双 线 型 (，, ); 

(4) Ag 和 Ai # αρ 的 Weyl 群 作用 下 不 变 . 

X a 是 除 А(1,1) 之 外 的 基本 经 典 李 超 代 数 ， 则 还 有 下 述 性 质 

(1) (as,ag) #0, 当 且 仅 当 op,a+Be A; 

(2) 双 线 型 (aa, ap) = 0, Ча —8, 而 双 线 型 (，) 决定 一 个 
as 和 a-a Xf; 

(3) (eue_-a) = (ea,e_a)jha, ha 是 由 [ha , h] = o(h), heb d 
定 的 非 零 向 量 ; 

(4) Hac Δ, HF -ας A; 

(5 H a€ AoW, 车 ka € A, Пав k = 0,41, 33 = € Δι 
B], € ke € A, µε k = 0,+1 Pb, Жа k = +2, 并且 +2e € Aç; 

(6) 4A, 40H, 4504; = 0. 

除去 一 些 例外 之 后 , 可 以 看 到 基本 经 典 李 超 代 数 的 根 分 解 , 与 
节 1.2 中 半 单 李 代 数 的 根 分 解 有 许多 类 似 之 处 .如 零 根 由 Cartan 


177 


子 代数 给 出 ， 全 部 根 是 单 根 ， 有 正 根 必 有 负 根 ， 等 等 ， 当然 也 有 不 
同 之 处 ， 如 +a 有 可 能 是 根 ， 等 等 . 

对 李 超 代数 也 可 以 引入 素 根 和 Cartan 矩阵 ， 设 李 超 代数 a 的 
ЖЖ т, 若 存 在 根系 I = {ai, Qa2,…,Qr} € A, 对 应 Cartan 子 代数 
基 (ha, ha, he}, A θα € as, e S € 0-a 满足 


(ho, ha] 一 0, 
λα, И €aj] = Gi jEa; ; 
[Rass ео; 一 一 0i Je 一 oj， 


(o; 6--αι) = δὲ jhe, 


(4.25) 


H ero,, i = 1,2,…,7 是 生成 a 的 最 小 集合 ， 则 称 II 是 李 超 代数 
a 的 素 根系 . 

其 中 aij = Qj(hoa,), 矩阵 (αι |) RA a 的 Cartan 和 矩阵 .适当 
选取 λα, 和 eta 规定 当 o; € Ao BF, а: = 2, 当 αι € Δι Е, 
aii 2,8 0, H а: = 0 Pl, Ñ aiii =l. 

与 半 单 李 代 数 相似 ，Kac 引入 了 基本 经 典 李 超 代 数 的 Dynkin 
图 ， 以 描述 它们 的 结构 ， 在 基本 经 典 李 超 代 数 的 Dynkin 图 中 ， 也 
用 小 圆圈 表示 素 根 ， 为 了 区 分 偶 根 和 奇 根 ， 用 空心 圆 ( 白 点 ) 代表 
偶 根 ， 用 实心 圆 (RA) HUS XUI CK A) 代表 奇 根 ， 若 第 i 个 根 
是 奇 根 ， 其 相应 的 Cartan 和 矩阵 元 а; = 2, 则 第 i RADA 
表示 ， 如 其 相应 的 Cartan 矩阵 元 a;; = 0, 则 第 i 个 根 用 有 叉 圆 
表示 . BR D(2,1,a) 外 ， 第 i 个 素 根 与 第 7 个 素 根 用 |0; ja; | 条 线 
相连 接 ， 若 aj = aj = 0, 则 第 i 个 根 与 第 ; 个 根 不 相连 接 . 当 
laij| < la;;| 时 ， 图 上 应 画 第 头 ， 稍 头 指向 第 i 个 根 . 

Кас 还 在 基本 经 典 李 超 代 数 的 Dynkin 图 上 ， 在 每 个 素 根 上 面 
标 出 最 高 根 所 包含 该 素 根 的 次 数 . 以 下 所 画 的 Dynkin M, 也 按 Кас 
的 画 法 标 上 最 高 根 . 

已 知 在 等 价 原则 下 ， 可 以 选取 只 含 一 个 奇 根 的 素 根 组 ， 所 以 
下 面 按照 Кас 的 惯例 ， 逐 个 给 出 基本 经 典 李 超 代数 的 根系 ， 素 根 
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Ж, Cartan 和 矩阵 和 Dynkin A. 

BD АУЕ SE, 6C D, D 的 对 偶 空间 为 р". 
{-…,6i,"…} 是 D* 的 一 组 基 ， 则 基本 经 典 李 超 代 数 的 根系 可 以 用 
这 组 基 表 示 出 来 ， 用 Al 表示 До PREFER. 


A(m, n) 的 根系 


根 可 表 为 €, m4 和 01 = €m42: 77, On41 = Em+n+2 的 线 
性 函数 . ἐς μι eR Alm n) HRA m+ n + 1, MUA m +n +1 
TX. 其 根系 为 


Ao = {ei -éj 5k -δι], {πο RAL, 


(4.26) 
Δι = (t(e — бь)}, 
其 中 i,j 一 1 m + 1, k,l = l, e,n +t. 其 素 根系 为 
{е ει--ε2, ttt Om = Em 7 Emt, Om = Emi 一 01， 
Qm+2 = 61 一 02，……， Am4+n+4+1 = bn—Sn41}, 
(4.27a) 


其 中 第 m 十 1 个 根 是 奇 根 ， 图 4.2 给 出 其 Dynkin А. 


1 1 1 1 1 


αι α2 ат ОӘт+1 анъ 
图 4.2 А(т, п) 的 Dynkin 图 


设 E; ; 91119) PIS 1, 其 余 元 素 为 零 的 (m+ 1)+ (n 1) 
维 阶 化 矩阵 ， 则 可 将 对 应 素 根 的 生成 元 用 这 些 矩 阵 表 示 出 来 


h. = E; i — Ері t=1,--+,m,m42,---,m+n4], 
a; = | 
Ema m+1 + Em42 m42; 1 = т + 1, 
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Em+ı m42, š = m 1, 

Eni i=1,.:-,m,m-+2,-.--,m+n+ 1, 
еа = . 

Em+2m+1, t=m-+1, 


| Ei igi, i—1l,--,m,m-42,--,m4n-41, 
es, = 


(4.27b) 


其 Cartan 矩阵 A = (ai) BR aaa m4i = 0 外 ， 非 零 的 矩阵 元 有 


a;;—2,i—l,.,m,m-ct2,-,mcntl, аы = ааг = -1. 
具体 为 
2 — 0 0 0 0 0 
-1 2 -1 0 0 0 0 
0-1 2 0 0 0 
A= 0 0 0 2 —1 0 
0 0 -1 0 1 0 0 
0 0 O 0 — 2 0 0 
0 0 00. 2 -1 
0 0 0 +A 2 
(4.27c) 
B(m,n) 的 根系 


根 可 表 为 6,77, Em Ж δι = Exm+1) 77 Ón = €2min A Ж ҮЕ 
Ж. 经 典 李 超 代数 В(т,п) 的 秩 为 m + n, HUA m + n ХЫ. 
其 根系 为 


A = [ei + €j; tei, +ô; + δι, +2ók), š £j, k 天 L 


4.28 
Δι = {ει +ó, +6,}, ( ) 


其 中 t,j=1,---,m, k,l= l,---,n. 
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当 m > 0 时 ， 其 素 根系 为 


{αι = δι — бо, wey Qn_1 = 041 — бл, On = fn — €i, 
“м1 = ει —€2; t) Ontm—1 = €m—1 — Em ntm = Em}; 
(4.29a) 


其 中 第 个 根 是 奇 根 . 图 4.3 给 出 其 Dynkin Bl. 
É Е; 是 第 1 行 第 了 列 为 1, 其余 元 素 为 零 的 (2m + 1) 十 2m 
维 阶 化 矩阵 ， 则 可 将 对 应 素 根 的 生成 元 用 这 些 矩 阵 表示 出 来 . 


2 2 2 2 2 2 
αι ag απ- 1 απ Amm Amin 


Η 43 B(m,n) у m > 0 HM Dynkin 图 


Eom414i 2m414i — É25414n4i 2m+1+n+š 
— Eam+24i 2m424i + Ezm+2+nti 2m42tntir 


t=1,---,n—1, 
ha, = Комп 2m+1+n - Em+14+2n 2m+1+2n + Ë) | 
— туі mil, 1 = П, 
Bi_ni_n — Empi-n mti-n — δε πμ i-n41 
+ Emti-ntimticnti, t= n+1,---,n+m-1, 
Em m — Ezm 2m; 1—n-m, 
Eom414i2m42ti 一 É2m424n4i 2m&14 45 
i-]1,--,n—]1, 
e, = | mH am LER + Fompiini, š= n, 


Ein i—-n4l 一 Em t—n+1 m+i-n, 
| +1 十 4 一 ?十 1 m+ (4.29b) 
t=n+]1,:--,rn+m-1, 

(Е, 2m41 一 Em4 2m), і=п+т, 
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Eom424i 2m+14i 一 Eamtitn+i 2m+2+n+ís 
i=1,---,n-1, 
eu Ei 2m+1+n + E2m+1+2n т+1› š Z= ñ, 
' Ei—n+1 i—n 一 £m+i—n m4i—-ntl; 
i—n-ci-,n4m-1, 


V2(- Eom 2т+1 + Éom41m) š = n +m. 


其 Cartan 矩阵 A = (αι ;) 的 矩阵 元 除 an n = 0 外 , 非 零 的 矩阵 元 有 


αι —2, t=1,---,n-1,n41---,mtn; diigi = —1,% = 1,+,т+ 


n-1;0;41; = —1, 6 — 1, ,m+n—2; Wl ат+»т+п-1 = —2, Cartan 
Ж RE Ay 
2 -1 0 0 0 0 
一 2 —1 0 0 0 
0 -1 2 0 0 0 
A= 0 2 -1 0 0 0 
0 -1 0 1 0 
0 0 0 -1 2 0 
0 0 0 0 2 一 1 
0 0 0 0 -2 2 
(4.29c) 
34 m = 0 时 ， 其 素 根系 为 
{oy = δι — 6б, з, Ou 1764 1-64, Әһ δα], (4.30a) 


EPEn TRETE. E 4.4 给 出 其 Dynkin Bi. 
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2 2 2 2 2 
o——. — HN . oe 


αι az On-2 Qn-l On 


图 44 B(0,n) 的 Dynkin 图 


WOES; 是 第 i 行 第 j 列 为 1, 其余 元 素 为 零 的 1 二 2m 维 阶 化 矩 


阵 ， 则 可 将 对 应 素 根 的 生成 元 用 这 些 和 矩阵 表示 出 来 


Ен + — El+n+i 14ni — Ё2+ 2+ 


ha; = + Botnti 24 n4: i=1,-:-,n-1, 
2(Fign itn — Blt2n i142n), š = n, 
e = Eipizti — Batrntiltntiy 151l, ono], 
Qi . 
V2(- Ei i425 + Ειγπι), š = n, 


. = Ezti μή 7 Birtnti2tntiy $—71,:5,n-l 
ταις 77 . 
(Е, itn + Ειγ2πι), š = n. 


其 Cartan 矩阵 A = (a; ;) 为 


2-1 0 0 0 

-1 2 -1 0 0 

0-1 2 0 0 
A= . 

0 0 ο 2 -I 

0 0 0 -2 2 


非 零 的 矩阵 元 有 a; = 2, i- {ντε τς Qi iH = d,i- 1,- 


Oi41¢=—1,i=1,---,n— 2; 而 ann-1 = —2. 


(4.30b) 


(4.30c) 


用 一 于 
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D(m,n) 的 根系 


根 可 表 为 e1,-…,em Ж δι = €2m+L Or = €2m4n 的 线性 函 
Ж. 经 典 李 超 代 数 D(m, n) HKA min, 所 以 有 πι + n PRR. 
其 根系 为 


A, = (tei t €j, +ô, + δι, +26ь}, D z КА Е 天 L, 


(4.31) 
Δι = (tei + ὃκ }, 
其 中 ij = 1,---,m, k,l = 1,---,n. 其 素 根系 为 
{αι = δι — à, +, 08-4 = 08.1 — ба, On = bn — є, 
απ —€1—€2, +, Өм © Єһ-1 — Em OAntm = Emitém}, 
(4.32a) 
其 中 第 n 个 根 是 奇 根 . 图 4.5 给 出 其 Dynkin 图 . 
1 
2 2 2 2 2 Omin-1 
αι a2 On-1 απ Omin-2\ 1 
ντι 


HL 4.5 D(m,n) 的 Dynkin 


WOES; 是 第 i 行 第 j 列 为 1, 其 余 元 素 为 零 的 2m + 2n 维 阶 化 
符 阵 ， 则 可 将 对 应 素 根 的 生成 元 用 这 些 和 矩阵 表示 出 来 


Emi 2mti — Bomtnti 2mtnti ~ Bomtit12mt+it1 
+ Eom4n4i4i2mndis1,? —1,:::,n 1, 
E2m4n 2mtn 一 Ezm+2n 2m+2n + E, 1 
一 Επι} τα 1» i= n, 
ha. = 
E; x i—n ^ Em+i-n mt+i-n 一 E; πι i—n+1 
+ Emai-n41mdi-n41, 1= n+1,:--,n+m-1, 
Em-1 πι 一 Ezm_1 2m-1 + En m 


— Ezm2m, i— n + m, 
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E2m+i 2m+š+1 一 Ezm+n+i+1 Qm+n+is 


ti=1,---,n-1, 
eod mt 2m+2n + Emini š = n, 
Ei-ni-n4i — Emti—ntl mi-n) (4.32b) 
i—ndl,.:-,ntimc—1, 
Em-i2m — Emam-1, š = n + m, 
Emtiti ati — E2m+n+i отті, 
1—]1,--,n—1, 
ο. - Εἰ amin + E2m42n т+1› š = n, 
“ Ei~n+1 izn 一 Em+i-n m+i—n+15 
i=n+1, n +m - 1, 
-Εϑπι-1 m + Ет m-1, t= n + m. 
2 -1 0 -- 0 0 0 
一 1 2 一 1 0 0 
0 -1 2 0 0 0 0 
0 0 0 2 -1 0 0 0 
A= 0 0 0 -1 0 1 0 0 
0 0 0 0 - 2 0 0 
0 0 0 0 2-1 à 
0 0 0 0 -1 2 0 
0 0 0 0 -1 0 2 
(4.32c) 


其 Cartan 矩阵 A 由 (4.32с) 式 给 出 。 А = (αι) 的 矩阵 元 除 
Onn = 0,4n 541 = 1 $h, 非 零 的 矩阵 元 有 ai; = 2, i=l, en 
Int+1,---,m+n, 33 i=1, ,m+n-2 BY, A Qiii = 一 1 和 和 
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latte = —1, 而 ἅπι γη т+п—2 = Qmen-2 mtn = —1 H am+n-1 m+n = 
tm+n m+n—1 = 0. 
C(n) 的 根系 
Hin x ει 和 δι = E3, ,0n-1 = €n+1 的 线性 函数 . 经 典 李 
ЖК C(n) 的 秩 为 n, 所 以 有 个 素 根 ， 其 根系 为 
Al = [+ó +á, £25}, ἐπὶ, (4.33 
Δι = (tea + δε }, 
其 中 k,l = 1,.… ,nC— 1. 其 素 根 系 为 
[ор = йу  ор=бй-б es (4:34) 
An-1 = Ón-2 一 δη-1» ат = 264 1}, 


其 中 第 1 个 根 是 奇 根 . 图 4.6 给 出 其 Dynkin 图 . 


1 2 2 1 
ὥ---Ο----:-'----Ὁ---Οξ--ο 
1 Cm 


2 
αι a Qn-2 Qn- 


图 4.6 C(n) ff) Dynkin 


E EQ 是 第 i 行 第 j 列 为 1, 其 余 元 素 为 零 的 2+ (2n — 2) E 
阶 化 矩阵 ， 则 可 将 对 应 素 根 的 生成 元 用 这 些 和 矩阵 表示 出 来 
E 1 — Es2 + E33 — En+2 n42, 
i=l, 
ha; = 4 Ён зун — Enti E2ti2tit Entitlntitl 
i= 2,---,n—1, 
Entinti— Hanan, š =n, 
Eis + Еһ, t= 1, 
А Erizri— Eitntintis i=2,.…,n-1, 


Ф 
p 
I 


五 1+n2n т=п, 


(4.34b) 
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-Ез 24n + Ёз, і = 1, 
ео; = 4 Porilti— Entiltntis $72,::,n—1, 
En 14; 1 = п. 
其 Cartan Ж [Е А = (αι) ат = 0,a 2 1 外 ， 非 零 的 矩阵 元 
A а; = 2, 1 = 2,.…,n, Giiii— —1,2=1,---,n—-1; αἰ 1 三 一 1 
i—1l,-:,n—2; W a4 14 = 一 2. 


0 1 0 
-1 2 -1 
0 -ι 2 
A=] dodo: o: io: d (4.34c) 
0 0 0 2 — 0 
0 0 0 -1 2 —2 
0 0 0 0 -1 2 


例外 李 超 代数 的 根系 


D(2,1,a) 根 可 表 为 e1,e2 和 єз 的 线性 函数 . 例外 李 超 代数 
D(2,1,a) 的 秩 为 3, 所 以 有 3 个 素 根 .其 根系 为 


Δ’ = (£26), 1= 1,2,3, 


(4.35) 
А, = (te + €o + єз}. 

1 
其 素 根系 为 2 O2 
{αι = €1 + 6 + 63, m 1 
o; = —2€1, es 

аз = —2e2, } (4.36) 图 4.7 D(2, 1,а) 的 
Dynkin 图 
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其 中 第 1 个 根 是 奇 根 ， 图 47 给 出 其 Dynkin 图 . 
F(4) RERA €1,62, es (对 应 Вз) 和 ó (对 应 Αι) 的 线性 函 
数 ， 例 外 李 超 代数 F(4) 的 秩 为 4, 所 以 有 4 个 素 根 . 其 根系 为 


A = [te + єз, tei, +6}, 


1 (4.37) 
Δι = {zta + €9 + €3 t δ)}, 
ἈΠ), 443-123. 
其 素 根 系 为 
2 3 2 1 1 
2 一 0 一 co 一 一 {αι = Ξ(ει + ez + es + ó), 
αι az a3 Q4 2 
Q2 = ει, 
ag = є] — ĉ2, 
图 4.8 F(4) 的 Dynkin 图 
Ag = 62 一 €3,} 
(4.38) 


其 中 第 1 个 根 是 奇 根 ， 图 48 给 出 其 Dynkin 图 . 

G(3) 根 可 表 为 e1,e2, єз (对 应 Go, 满足 aa 6263 0) MS 
(对 应 Αι) 的 线性 函数 . 例外 李 超 代数 G(3) 的 秩 为 3, 所 以 有 3 个 
素 根 ， 其 根系 为 


Ab = {ει 一 £j, tei, +26}, 


(4.39) 
Δι = (te; + ó, +ó), ` 
АФ ¿Z j, i,j = 1,2,3. 
其 素 根系 为 2 x 2 
{αι = ει + ó, ~ а аз 
Q2 = €2, 
оз = єз — €2,} (4.40) 图 49 G(3) 的 Dynkin 图 


其 中 第 1 个 根 是 奇 根 ， 图 4.9 给 出 其 Dynkin 图 . 
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以 上 已 经 对 基本 经 典 李 超 代数 的 根 分 解 作 了 简单 介绍 ， 下 面 
将 给 出 两 个 具体 李 超 代数 的 例子 . 

首先 看 李 超 代数 B(0,1), ХЖ osp(1, 2). 它 的 秩 为 1,Dynkin 图 
是 一 个 实心 小 圆圈， Cartan 矩阵 为 (2). 它 的 非 零 偶 根 为 人 0 = 
1251, 它 的 奇 根 为 Ai = δι, RRA αι = δι. 它 是 维 数 最 小 的 经 
典 李 超 代数 . HA (4.17b) 知 其 元 素 ee B(0,1) 具有 以 下 1+2 维 
阶 化 矩阵 形式 


0 z z 
a=| -z d е |. (4.41) 
z f -d 


用 EL; 代表 第 i 行 第 j 列 为 1, 其 余 元 素 为 零 的 1+2 维 阶 化 矩阵 ， 
则 B(0,1) 的 基 可 以 取 为 


Lo = -;(®» - Езз), 


1 
La = UB 2; 
1 
L-i = ge > (4.42) 


Vijo = E12 + E31, 


Уу = Fai — Е з, 


相应 于 素 根 的 生成 元 为 hs, = —4Lo, еб, = Уу, έ. δι =V2V 2- 
而 生成 元 Lai 对 应 根 Ἔλδι. 生成 元 间 满 足以 下 对 易 关 系 和 反对 易 
关系 


(1) | [Lo, Lii] = ++, 
[2.1.21] = —Lo, 
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1 
[νου Vira] = +5 Virsa, 
(2) [Ps V+1/2] = 0, 
1 
(Lai, Versa] = Tyg nm (4.43) 


(3 (Vài Ууз} = 一 2V27+1 
{Vi/2, V_1/2} = -2Lo. 


其 中 对 易 关系 (1) 说 明 偶 元 Lo, Las 构成 李 代 数 so(3), 对 易 关系 
(2) 说 明 奇 元 是 so(3) 的 1/2 秩 不 可 约 张 量 ， 对 易 关系 (3) 给 出 奇 
元 乘 奇 元 到 偶 元 的 同 态 映射 以 后 将 看 到 在 李 超 代数 中 与 李 代数 
中 一 样 ， 用 张 量 基 求 表示 是 方便 的 ， 

ЗЕЕ (L-1, Lo, L41, Уза, Vaya), 则 伴随 表示 为 5x5 的 
阶 化 矩阵 ， 即 


0100 ου 
0010 0 
adL;)-|0000 0 ; 
ооо 0 1//2 
0000 ο 
-100 0 0 
ооо ο 0 
adL)-| 001 ο ο, (4.444) 
0 00 -1/2 ο 
000 0 12 
0 ο ο ο ο 
-1 0 0 0 ο 
adLi)-| 0 -10 о ο, 
ο ο ο ο ο 
0 ο ο -1//2 0 
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0 0 0 O 0 
0 0 0-2 ο 
ad(Vi гә) = 0 0 0 0 -242|, 
-/2 0 0 0 0 
0 -1⁄2 0 ο 0 
(4.44b) 
0 0 0 -2/2 0 
0 0 0 0 -2 
ad(V_ij2)=]0 ο 0 0 0 
0 1/2 O 0 0 
0 0 1/2 ο 0 
Killing 型 及 Killing 78 d$ ή 415] 3g 
0 ο -ᾱ 0 0 
0 3/2 о оо 
(9и) = 1 -32 0 ο о 0 (4.453) 
0 0 0 0 6 
0 0 0 -6 0 
0 о 2/3 0 ο 
0 2/3 ο 0 0 
(9°) = (gp) = | -2/3 0 ο ο ο 
ο 0 ο ο -1/6 
0 0 0 1⁄4 0 
(4.45b) 


再 看 李 超 代数 D(2,1) 的 例子 . 它 的 秩 为 3, 它 的 Dynkin 图 
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1 见 图 4.10. Cartan 矩阵 为 


2/7 0 1 
aN 1 A=| -1 2 0 (4.46) 
μα -1 02 


图 4.10 D(2,1) 的 Dynkin 图 CE dEE REUS 
Δρ = [te + єз, +265; }, 
它 的 奇 根 为 Δι = (+e δι, Бе 66}, ЖШ o, = δι--ει, a2 = ει-- 
€2, ©з = El + €2. 它 是 维 数 为 17. 由 式 (4.18b) 知 其 元 素 ac D(2, 1) 
具有 以 下 4 十 2 维 阶 化 矩阵 形式 


Wi 1012 0 b r αι 
uo 1022 —b 0 т! zi 
0 C πώ -Wn л 


(4.47) 


НЕ; 代表 第 i 行 第 ij 列 为 1, 其 余 元 素 为 零 的 4+2 维 阶 化 矩阵 ， 
MJ D(2,1) 的 Cartan 子 代数 可 以 取 为 


H, = Ej – Ess, 
H, = E23 — Е, а, (4.482) 
Hs = Es s — Eee, 


其 他 偶 元 为 
Ee, t+es 三 Y — Eas, 


E-a- = E32 — Eat, 
Ec, -es = Ез — Eqs, 
Eate = E21 — Esa, 
Ез, = Es 6, 

E_25, = Es s, 


(4.48b) 
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E.,46, = Fie — Es, 
E_.,-8, = Езу + Ee 1, 
Ες,- δι = Fis + Bes, 
Ete = E36 — Es1, 
E46, = E26 — Esa, 
E 4-5, = E45 + Eo 2; 
Ες, δι = E35 + E64, 
E 24453, = E46 — Es2. 


相应 于 素 根 的 生成 元 为 


he, = E11 — Езз + Ess — Евв, 

he, = E11 — E22 — E33 + Еда, 

ha, = E1 1 + E22 — E33 — Еда, 

em = —Ess + Es 1, 

e-a, = Eis + E63, (4.49) 


ea, = E1 2 — E43, 


(4.48c) 


ео, = E21 — E34, 
Cay = E 4 — Езз, 
e-a, = —Es2 + E41. 


生成 元 间 满 足 的 对 易 关 系 和 反对 易 关 系 ， 可 以 由 相应 的 E; ; 间 对 
易 关 系 和 反对 易 关 系 给 出 。 从 对 易 关 系 和 反对 易 关 系 可 以 得 到 伴 
随 表示 ， 由 伴随 表示 可 以 求 出 Killing 型 等 ， 此 处 不 再 详 述 . 


44 经 典 李 超 代数 的 不 可 约 表示 
在 本 节 中 首先 给 出 李 超 代数 表示 的 定义 及 基本 性 质 , 然后 给 出 
基本 经 典 李 超 代数 有 限 维 不 可 约 表 示 的 基本 性 质 ， 最 后 以 B(0, 1) 
的 不 可 约 表 示 作 为 简单 实例 . 
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4.4.1 “表示 定义 及 基本 性 质 


i (V) 是 阶 化 线性 空间 V = V, Vi 上 的 线性 变换 构成 的 李 
超 代数 ， 即 是 一 般 线性 李 超 代数 pI(V) 的 子 代 数 ， V) C pl(V). 
车 存在 由 李 超 代数 a 到 КУ) 的 同 态 (Їй) 映射 р, 即 保持 李 超 代数 
的 运算 规律 不 变 ， 对 21,22 € а, ci,c2 € K, a € 2 A 


(1) pia, — ҚУ), 
(2) ρίοιΣι + с222) = cip(2zi) + eop(22), (4.50) 
(3) о((21, 22)) = (р(21),0(22)), 


ШЖ p 为 李 超 代数 a 的 一 个 (线性 ) 表示 . V 称 为 表示 空间 ， 设 
Vo FLV; 的 维 数 为 m 和 n, 则 表示 的 维 数 为 m + n. 

如 取 李 超 代 数 a 本 身 为 表示 空间 , 对 21,2» € a, 定义 同 态 映射 
p 为 


р(21)22 = ad(z,)z2 = (21, 22), 


Wp 为 的 一 个 线性 表示 ， 称 为 伴随 表示 ， 

与 李 代数 表示 一 样 ， 对 李 超 代数 表示 也 可 以 引入 可 约 和 不 可 
约 表示 等 概念 设 李 超 代数 a 的 表示 空间 V FE а 不 变 的 阶 化 子 
空间 W c V, 即 对 任意 ze a, 有 p(z)W СИ, 则 称 表示 p 是 可 约 
Xm. C4 p 是 可 约 表示 时 ， 如 不 变 阶 化 子 空间 W 的 补 空间 W 也 
是 a 的 不 变 子 空间 ， 则 称 o 是 完全 可 约 表示 ， 当 W 不 是 不 变 子 

空间 时 ， 则 称 o 是 可 约 而 不 完全 可 约 表示 . 当 V 中 不 存在 a 的 任 

何不 变 子 空间 时 ， 则 称 p 是 不 可 约 表 示 . 

Schur 引 理 : Kp 是 李 超 代数 a EMERE V = Vo @ E 
的 一 个 不 可 约 表示 ， 则 与 全 部 ”pla) 可 超 交 换 的 V 上 线性 变换 

= {a € pl(V)|(a, p(a)) = 0) 或 为 


C(p) =chy, c € K, 
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其 中 Ev AV 上 便 等 变换 ， 或 当 dimY = dimVi = n 时 ,为 


Enxn ὁ 
С(р) = с , c€ K, 
(р) | μη в) 


其 中 Exn X Va Ж Vi Біз, b 是 其 上 非 奇 异 变换 ， 它 的 
HE 571. 

可 以 看 到 李 超 代数 的 Schur 引 理 与 李 代 数 的 Schur 引 理 不 同 ， 
与 不 可 约 表示 可 以 超 交换 的 不 仅仅 是 恒 等 变 换 . 这 与 李 超 代数 的 
表示 空间 是 阶 化 的 有 密切 关系 ， 可 以 通过 直接 计算 阶 化 空间 和 矩阵 
的 对 易 和 反对 易 关 系 看 出 来 . 

BJ 李 超 代数 N = Ме Ni 的 表示 其 中 Ni = {e}, Ni = 
{@1,42,+++,@n,61,b9,--- bn}, MH i,j = 1,2,:…,n BE 


[ε, e] = [e, αι) = e, bi] = 0, 
{ai,aj} = {bi,b;} = 0, 


Е 0, iz j, 


e, i=j. 


N 在 以 Grassmann 超 代 数 Aln) = As(n) Ф Ai(n) 为 表示 空 ERI, 
对 uc Aln) В $5883 o 的 表示 ρα 满足 


Pa(ai)u = 一 дё’ 
Po(bi)u = αξία и. 
此 时 奇偶 表示 空间 均 为 2" 1 4, 注意 (sZ c6 +6 T = u, 而 


iz jt, (κό Gau BIO на, & 等 
T GE 等 等 ， 可 得 表示 矩阵 为 
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表示 ρα R2" 维 不 可 约 表 示 . 与 此 不 可 约 表示 全 部 阶 化 矩阵 可 超 
交换 只 有 恒 等 变换 . 

pi 李 超 代数 N' =N {d}, ШОЛ” d Bip Ν 和 和 奇 空间 (d) 
直 和 而 成 ， 满 足 (N,d) = 0 Ai (d, d) = e. it deg e = 1,2 = а/2, а 
为 复数 ， 记 由 e ERNMRAA kel, k 为 复数 ， 则 由 Grassmann 
超 代 数 和 k[e] 的 直 积 而 成 的 超 代数 A(n) = An) 9 kje, 可 作为 Ν΄ 
的 表示 空间 . WN 有 含 复 参 数 a 的 表示 ph, 对 u € Aln), v € Κε], 
he N 定义 


p. (h)u о = (p, (h)u) @ v. 


LO (ευ), utc Ao(n), 
~u (ευ), uc Ai(n). 


p. (d)u& v = (EG e)(u @ v) = | 
可 得 ps A A'(n) 的 表示 . ER Л (n) HHH 
A(n) 
[ Ag(n) )• ( 1 ) _ | AG) 
Ailn) ε Απίπ)ε 
Ai(n) 
WE RIERA 
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e © = о 


pl (αι) = 9 ñ uL 
» 73 
— 0 0 0 
73 
ооо ε 
0 0 i 0 
p. (ο) = o AUI 
0 & 0 0 
& 0 0 O 
0 0 E 0 
0 0 —a/2 
ο (д) = / 
2 0 ο ο 
0 -E 0 0 


可 以 看 出 o, 是 № 的 211 维 不 可 约 表示 . IER ε 5 БХЯ, 
除 恒 等 变换 可 与 全 部 ps 超 交 换 外 ， 还 有 和 矩阵 


m © © o 
on o © 


€ 
0 
0 
0 


© © со 


可 以 和 全 部 ps 超 交换 . 这 正 是 李 超 代数 Schur 引 理 所 给 出 的 另 一 
种 情况 . 
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当 李 超 代 数 а 的 Killing 型 不 退化 ， 即 det|g,, ,| #0 , Y (g, >) 
f 3 Е (g^ "). 可 以 定义 在 表示 p 的 Casimir 算 子 为 


С = Ὁ д" ρίεμ)ρ(ον) 


= Уу) plz) plei) + У 9° р(у,)р(ув), 
ij aß (4.51) 


其 中 z, € a, 2; € ар, Ya € ат. 24 a 是 由 超 代 数 诱导 而 来 时 ， 可 以 
直接 定义 Casimir 算 子 为 


C2 = > g "αμᾶν 
HY 
= ofan; + Уд" yatp, (4.817) 
ij а 8 


Casimir 算 子 可 以 和 所 有 а 的 元 素 对 易 ， 是 а 的 不 变量 . 
442 ”基本 经 典 李 超 代数 表示 的 权 分 解 
已 知 基 本 经 典 李 超 代数 a 可 作 Cartan 根 分 解 ， 
а = B Pacas 95 Baca; AT 


在 Chevalley ЖК, ἢ 的 基 为 ha 满足 [hai ha;] = 0, αι € Π BR 
WR, ij=1,; r, r R a 的 秩 . 与 李 代数 类 似 ， 可 以 引入 基本 经 
和 典 李 超 代数 表示 权 的 概念 . 设 a EV 上 的 表示 为 P (hays ha.) ` 
有 共同 本 征 矢 ， 称 共同 本 征 矢 为 权 矢 量 ， 共 同 本 征 值 集合 

À = (A(ha,),…,A(ha,)) AR. 所 有 具有 权 А 的 本 征 矢 构成 V 的 
一 个 子 空间 ， 


Vx = {v € Vielha; ye = λ(βαι)υ, $—1,---,r) (4.52) 


BV, ARAMA 的 表示 子 空间 ， 一般 讲 V. 并 不 一 定 是 一 维 的 . 
Mho,) 是 Cartan 子 代数 MAE, Aha) € δ᾽, δ᾽ EH 的 对 
偶 空间 ， 称 为 权 空间 . 
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i es, Meo, Жа 对 应 于 正 素 根 和 负 素 根 的 生成 元 .其 他 正 
根 生 成 元 和 负 根 生成 元 可 以 分 别 通过 ea, = 1.2... .r ΤΠΕ αι, 
i = 1,2,---,7 间 多 次 乘法 而 得 到 . 为 简单 起 见 ， 以 下 将 ρίΛαι), 
p(ea,) 等 写成 ho;, ea;, 等 等 ， 利 用 ha, 和 ел, 间 对 易 关 系 可 得 


ha, eo, Y= (A(ha,) + a; (ha; ) ee; γι. 


说 明 eo, Va. 属于 V 的 权 为 和 + о; 的 子 空间 . 
对 基本 经 典 李 超 代 数 可 以 引入 表示 p 的 最 高 权 的 概念 


A= (A(h.,), . ~ A(ha,)) 一 (Ai, ,47), 
对 任意 i = 1,---,г, 最 高 权 空间 满足 


| ha, VA = ΛΙΝΑ, 


4.53 
es, VA = 0, ( ) 


即 最 高 权 不 可 能 再 增加 . 

权 的 定义 并 不 一 定 要 求 取 Chevalley Æ, WAR Ὁ 的 基 为 
(本,… ,HH;), 同样 满足 [Hi, Hj] = 0, (Hi1,…, Hr) 有 共同 本 征 矢 . 
DLA A 的 子 空间 为 


Vy = {v € V|H;u = A(H)v, i=1,---,7,}. (4.52') 
同样 对 具有 正 根 а 的 生成 元 Ea 有 
H; Ea Va = (A(Hi) + α(Ηι)}Εαψλ, 


Bl E.V, 属于 权 为 Ata 的 子 空间 . 注意 Ea = Doen Κίεαι, ki 为 非 
负 整 数 . RRA p 的 最 高 权 А = (AUD), A(H,) = (Λι,::., Λε), 
同样 最 高 权 空间 有 


| HiVa = 4 УА, (4.53/) 


EaVa = 0. 
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李 超 代数 的 最 高 权 定理 : 设 a 是 除 A(n,n) 外 的 基本 经 典 李 超 
代数 ， 则 有 

(1) a 的 任何 一 个 有 限 维 不 可 约 表示 o 具有 最 高 权 A; 

(2) 最 高 权 态 Ya € V EB, BI Va 为 表示 空间 V 的 一 维 子 


(3) a 的 两 个 有 限 维 不 可 约 表示 pi 和 p> 等 价 的 充分 必要 条 件 
是 其 最 高 权 Λι 和 Λο 相等 ; 
(4) 不 可 约 表示 空间 可 按 权 空间 分 解 ， 设 DA 是 不 可 约 表示 p 
的 权 系 ， 即 V = cp, OV. 
在 Chevalley HF, 4 = (hi,:…, A;) 是 不 可 约 表 示 最 高 权 的 
充分 必要 条 件 为 : 
(1) ҷо; € Ao FF, A; € Z4; 
(2) ҷо, є Δι 时 ， 4。 的 可取 值 为 ， 
(a) 当 a 是 1 型 基本 经 典 李 超 代数 时 ，4。 可 取 任 意 复数 
因此 存在 含 参数 的 有 限 维 不 可 约 表示 族 ; 
(b) 当 a 是 2 型 基本 经 典 李 超 代 数 时 ， 素 根 按 4.3 节 所 给 
ΜΗ, A, 可 取 值 由 表 4.3 给 出 ， 当 <5 时， 还 须 满足 表 4.4 的 
附加 条 件 . 


表 4.3 


a k € Z, 
B(0, n) Ay /2 
B(m,n) m > 0 An — Anyi — +++ = Am4n-1 — Аъ фа /2 
Dim,n) Аһ 一 Απρ 一 一 Amtn? — (Am+n-1 + Amn) /2 
D(2, 1; о) (1 +o) (241 — Ag – αλβ) 
F(4) (241 — 342 — 443 一 2A4)/3 
G(3) (Αι — 242 – 343)/2 


可 见 2 型 基本 经 典 李 超 代数 ， 不 存在 含 参数 的 有 限 维 不 可 约 
AR. 
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表 4.4 


— — 
B(m,n) ΛΚ = "= Amin = 0, 
k < —2, A, =... = Åm4n = 0, 
Dim, n) sm Tel * 


k=m-1, Antn-1 = Amin 
k=0, A; = 0, 1—1,2,3, 


D(2. 11a) k=1, (Ag + Ί]α — +(A2 +1), 
k=0,k #1, A; 0, i — 1,:::,4. 
F(4) | k=2, Лә = Ла =Q, 
К = 3, Ag = 2Λ4 + 1, 
G(3) (emm A; = 0, i= 1,2,3, 
k=2, Ag = 0, 


例如 B(m,n), KA m + n, 35 п 个 根 为 奇 根 ， 设 大 为 非 负 整 
数 ， 最 高 权 的 奇 分 量 A, 满足 


An =k + Л» +++ Amtn—1+1/2Am+n; k > πι, 
Ал =k + Anpi +: + Ante, k < т. 


由 最 高 权 定 理 知 基本 经 典 李 超 代数 的 有 限 维 不 可 约 表 示 有 了 唯 
一 的 最 高 权 , 所 以 可 用 最 高 权 标记 其 有 限 维 不 可 约 表示 . 当 取 Car- 
tan 子 代数 不 同 的 基 时 ， 最 高 权 的 分 量 也 具有 不 同 的 值 ， 即 最 高 权 
的 分 量 形式 随 Cartan 子 代数 的 基 变 换 而 变换 . 

当然 与 单 李 代 数 不 同 ， 单 李 超 代数 存在 有 限 维 可 约 而 不 完全 
可 约 的 表示 , 它们 也 有 最 高 权 . 所 以 给 出 一 个 最 高 权 ， 对 应 唯一 的 
有 限 维 不 可 约 表示 ， 但 仍 可 能 存在 其 他 有 限 维 可 约 而 不 完全 可 约 
的 表示 ， 也 以 此 为 最 高 权 . 


4.4.8 f B(0,1) 的 不 可 约 表 示 
从 4.3 Tn B(0,1) 的 张 量 基 为 Lo, Lai, Vero, 满足 对 易 和 反 
对 易 关 系 式 (4.43).Lo, Lai 构成 so(3) 代数 ， Varo 构成 so(3) 的 
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1/2 秩 不 可 约 张 量 ， 由 于 B(0,1) 是 由 线性 超 代数 诱导 而 来 ， 所 以 
Casimir 算 子 可 以 直接 写 为 


2 1 1 
Ca = ο” " Z,Z, = 51° + πλ... _ g i2, (4.54) 
其 中 LP = -1 11 一 Lt1L_1 十 12. 直接 计算 可 以 证 明 Ου 与 


生成 元 Lai, Lo, Vii 是 对 易 的 . 选 不 可 约 表示 空间 的 基 为 1? = 
Г, - Гі + Lo? Rl Lo 的 共同 本 征 矢 |4, K), 


ІРА, К) = A(A+ DIA, K), 


(4.55) 
Lo|A, K) = k|A, К). 
Lo, Lar 在 这 基 下 的 矩阵 元 已 知 ， 
(A^, K'|LolA, K) = фл лёк! KK, (4.56a) 
(A^, K'|L44\A, К) = 64 Абк' Kai T V (Ax K)(AE K 4-1)/2. 
(4.560) 
利用 Vaio 不 可 约 张 量 性 质 ， 定 义 约 化 矩阵 元 为 
人 
1 1 IA A! 
= gaa 4 К 1/2 ФА Καν], 
(4.57) 


其 中 (A K 1/2 qM'K") 是 so(3) 的 Clebsch-Gordon Ж, (A'||V || A) 

Æ V 的 约 化 矩阵 元 ， 利 用 式 (443) H V dO V 间 反 对 易 关 系 ， 可 

得 约 化 矩阵 元 满足 的 齐 次 方程 和 非 齐 次 方程 如 下 
(A+ УА + 1/2) (4 + 1/2IVIA) = 0, 


(4.58) 
(4—1 - 1/2)(4 = 10У |А) = 0, 
(A+ 1)(A]VIA = 1/2)(А — ιν) 
+ A(A||V||A + 1/2}(A + 1/2|IV || A) 
= —2A(A +1)(2A + 1). (4.59) 
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B(0,1) 的 正 根 生 成 元 为 La 和 У,у», 其 最 高 权 态 |Â, К) 满足 


L..|Á, É) = 0, 


MD (4.60) 
У |4, К) = 0. 


由 此 可 解 出 天 = À, 3: B А 是 此 不 可 约 表示 空间 4 的 最 大 值 , 即 最 
BLAH 14, A), 可 用 (A) 标 记 此 不 可 约 表 示 . 由 (Á+1/2||V|| =0 
和 式 (4.59) 可 得 


(4|ν [4 — 1/2)(A — 1/2|ν [.4) = —24(2À + 1). (4.61) 


由 齐 次 方程 可 以 看 出 如 果 当 (4 — 1/2||V||À) Z 0 时 ,必定 会 有 
(A-1|V||A-1/2) = 0, 所 以 此 不 可 约 表示 空间 只 存在 A 和 4 一 1/2 
两 个 子 空间 . 

适当 选择 相 因子 ， 可 取 


άν] – 1/2) = — (4 —1/2|lV |4) = V2A(2A+1). 


代入 CG 系数 可 得 
(A-1/2 K+41/2|Vj,|A К) = V À — K, 


4 к+у2и11-02 K)=VAtK +12, qo 


(A-1/2 K—i/2|V.i5|À К) = -V Á+ K, 
(Á K-1/2|V_y2|A-1/2 K) = /Á- K +1/2. 


在 不 可 约 表示 (A) 中 , Fl Âm Λ--1/2 代入 式 (4.56), 加 上 式 (4.62) 
可 得 生成 元 的 全 部 和 矩阵 元 ， 也 就 是 得 到 了 表示 和 扼 阵 . 

B(0,1) 的 Chevalley Æ% ha, = 4Lo, ex, = VZV jn еа, = 
VZV 根据 基本 经 典 李 超 代数 最 高 权 的 充分 必要 条 件 , 知 h.,/2 
的 本 征 值 为 非 负 整 数 ， 所 以 最 高 权 A 的 取 什 范围 为 0, 1/2, 1,3/2, 
co, 等 整数 和 半 整 数 . 
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从 上 讨论 可 以 看 出 ， B(01) 具有 最 高 权 的 表示 都 是 不 可 约 
的 ,也 就 是 完全 可 约 的 , 这 在 单 李 超 代数 中 是 特殊 的 ， 这 可 以 从 下 
定理 看 出 . 

定理 : SRAM a 的 全 部 有 限 维 表示 完全 可 约 的 充分 必要 条 
件 为 a 是 半 单 李 代 数 和 有 限 个 BO, n) 的 直 和 . 


45 经典 李 超 代数 的 星 表示 和 阶 化 星 表示 


已 知 群 在 内 积 空间 的 本 表示 可 约 则 完全 可 约 ， 当 然 李 群 的 酉 
表示 也 是 可 约 则 完全 可 约 . 李 群 的 局 域 性 质 由 李 代数 给 出 . 李 群 的 
酉 表示 对 应 李 代 数 在 内 积 空间 的 厄 米 表 示 (а ЕЖ, ШЖ 
PERRETA i) 李 代 数 的 厄 米 表示 (也 称 星 表示 ) 可 约 则 完全 
可 约 . ”Scheunert 等 讨论 了 把 李 代 数 的 厄 米 表示 推广 到 经 典 李 超 
代数 ， 称 为 经 典 李 超 代数 的 星 表示 和 阶 化 星 表 示 . 下 面 简单 介绍 其 
结果 和 В(0,1) 实例 . 


4.5.1 ФЕ КЕНЖИН ЕИ 


H 13 MERA tia e Я Е (1.67). 对 经 典 李 超 代 
数 9 = a Sa WARE ЖШН] o :a 一 a 满足 以 下 条 件 : 

(1) о:а, > ta, o € 22 并 且 是 可 加 映射 ， 

(2) ΠΩ € ao, HE HRA ΕΟΧ ТВ Я, 即 Q 一 
Q'; 

(3) 对 U,V € aj, a,b € C, BR o (aU +bV) = a*o(U)+b*o (V), 
AA wR о FE, o (aU + WV) = ate (U) + bta “1 (V); 

(4) WQ € a, U € ai, 要 求 对 奇 元 和 偶 元 的 映射 协调 ， 即 
e((Q, U]) = —[Qt,=(U)). 

Scheunert 等 证 明 只 有 下 列 共 斩 运算 (用 + 代表 ) 和 阶 化 共 斩 
运算 (用 i 代表) 满足 上 述 条 件 . 对 A,B Ea, a,b € C, Ж ЖЇЙ 
足 : 
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(1) fB G ( 奇 元 ) ASE HEA (#20); 

(2) (aA + bB)t = at At + b* Bt; 

(3) (A, B)! = (Bl, Aty; 

(4) (401 = A. 

Bt eH He in FEWER: 

(1) 偶 元 ( 奇 元 ) Bre 8 JG (9770); 

(2) (aA + bB)! = a* At + b* Bi; 

(3) (A,B)! = (-)dee 4 às B(Bi, дї), 

(4) (49! = (—)*8 AA. 

A TREER FBT 5359835 8 п] БТ] Б ae HET. 


4.5.2 ” 李 超 代数 的 星 表示 和 阶 化 星 表 示 


李 代 数 的 星 表 示 空 间 是 内 积 空 间 (Hibert 空间 ), 所 以 要 推广 星 
表示 首先 要 推广 内 积 概念 到 阶 化 空间 i V = W ФИ EMILE 
Hl, AR (zly) 是 z,y WAFAA, WE: 

(1) (az + ylz) = a(zlz) + (ylz), ў z,v,z € V,a € C; 

(2) (zly) = ((u|z))", 所 以 有 (αἰαα + у) = а*(г|х) + (zly), Xt 
m,y z € V, a € C; 

(3) (σα) > O, XJ z <€ V, H z Z 0; 

(4) 当 z € Wo y € W BF, # (αν) = 0. 

可 以 看 出 只 有 第 (4) 点 是 阶 化 空间 特有 的 ， 其余 与 非 阶 化 内 积 
空间 是 一 样 的 . 

Ez V = еи МИНУ, ARV 上 线性 变换 ， 对 
z,y E V, ЕЎ 

“τα = (zlAy), (4.63) 


利用 阶 化 内 积 空间 的 性 质 ,通过 直接 计算 ,可 以 看 出 这 定义 完全 满 
ж ERE BIS SEI AR E. HI E Hy (e1,: ít ,em) 和 (ema: tt ,Emtn) 为 
Vo 和 i 的 基 ， 设 A 在 这 基 下 矩阵 元 为 4; ; = (e;|Ae;), MU ΑἹ 的 
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矩阵 元 为 
Al = (el4iej) = Aj 


ji 


同样 ， 设 V = еи 是 阶 化 内 积 空间 ， ABV 上 线性 变 
换 ， 对 x,y € V, 定义 


(4.63') 


(A*z|y) = (—)%®* ^ de * (z| Ay), (4.64) 


特别 注意 Vo 中 向 量 和 Vg 中 向 量 内 积 为 零 ， 通 过 直接 计算 ， 可 以 
AUX Хт LAMAR MRE. 在 上 述 基 下 Αἱ 的 
矩阵 元 为 
А}, = (е Абе) = (—)%°® А оеду, (4.64') 

RA AM ej HASH, ИМАЕВ EBE Л SHEA. 

ЖХ: W p 是 李 超 代数 a 在 阶 化 内 积 空间 站 的 表示 ， 若 对 任 
X A € a, Ἡ p( A!) = pA), WK p 为 a MBER. 

EM: W p 是 李 超 代数 a 在 阶 化 内 积 空间 V 的 表示 ， 若 对 任 
Ë Aca, Ж р(Аї) = p(A)*, ШЖ р 为 a 的 阶 化 星 表示 . 
下 定理 给 出 李 超 代数 的 星 表 示 和 阶 化 星 表 示 的 完全 可 约 性 . 

EH: 李 超 代数 在 阶 化 内 积 空间 的 星 表示 和 阶 化 星 表 示 是 完 
全 可 约 的 . 

证 明 如 下 ， 设 o 是 李 超 代数 a 在 阶 化 内 积 空间 V 的 星 表示 ， 
V A o 真 不 变 的 子 空间 W, 则 W 的 补 空间 w 满足 


W' = {x €V|(z|y) 20, y € W), 
H W 是 不 变 的 子 空间 ,对 ye W, A e(Agy € W, Ў z e W! Ἢ 
(P(A aly) = (αἱρ(Α)ν) = 


Вр p(A1)z € И", W 也 是 р REN. BL V = W ФИ”, 表示 是 完 
全 可 约 的 . 
同样 可 以 证 明 阶 化 星 表示 的 完全 可 约 性 . 
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设 p p 是 李 超 代数 a 的 阶 化 表示 ，V 和 V" 是 相应 的 表示 
空间 XJ z € V, eV, A € a, 在 直 积 空间 VOV 上 直 积 表示 
Pp' 满足 

(ο p')(A)(2 8 z') = (ρ{Αγω) @ α΄ + (-)**€ ^ FB (s ® (p(A)z^). 
(4.65) 

当 p 和 p!' 是 李 超 代 数 a 的 星 表示 时 ， 对 my € Vi zy! € V, 

E VSV 定义 内 积 为 


(z&z'|y y) = (|у) (|у), (4.66) 


通过 直接 计算 可 以 证 明 直 积 表 示 рар 也 是 星 表示 . 
=i p fll p' 是 李 超 代数 a 的 阶 化 星 表示 时 , X r, y € V, ху’ € 
V', 仿 上 办 法 ， 定 义 V@V' HARA 


(z 8 z'|y& y) = (=) 7 ενα) (αφ). (4.66) 


可 以 看 出 这 内 积 不 是 正定 的 ， 虽 然 从 它 也 可 形式 上 算出 直 积 表示 
p p 是 阶 化 星 表示 . 所 以 说 阶 化 星 表示 的 直 积 并 不 一 定 是 阶 化 星 
表示 ， 以 后 将 会 看 到 ， su(2/1) 阶 化 星 表示 的 直 积 就 存在 不 能 完全 
约 化 为 阶 化 星 表示 直 和 的 情况 . 


4.5.3 ”经 典 李 超 代数 的 星 表示 和 阶 化 星 表示 


ШЕЕ ЖИЧИ к, ЕР Эсена ВИЗЕ 
HAR. 所 以 我 们 对 每 种 经 典 李 超 代 数 , εν E tia ЯЯ 
WHR, КАТОК Е mcg Xm. 

由 于 大 部 分 经 典 李 超 代数 是 一 般 线 性 李 超 代数 的 子 代数 ， 所 
以 先 讨 论 一 般 线 性 李 超 代数 的 共 斩 和 阶 化 共 印 运算 ， 一 般 线性 李 
超 代数 рт, n) 的 偶 元 和 奇 元 分 别 具 有 式 (4.114) 和 (4.11b) 矩阵 
形式 , 根据 偶 元 的 推广 共 辆 映射 就 是 相应 李 代数 的 共 思 映射 , 所 以 


t 
Є SEE 2) -($ 2) (4.87) 
ο D 0 D ο D! 
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Wd 为 不 等 于 0 3558, Som HE ЗЕЕВА Я LARP EISE 


{5 OR 9} 
0 B ο асі 
(5 -人 ( o ) (4.68) 


Tür AL FE 8 BR T 


0 B 0 -dct 
(22-7) ee 


因为 李 代数 共 力 运算 满足 推广 共 轿 映射 的 条 件 (3), 所 以 它们 都 满 
足 条 件 (3). 直接 作 和 矩阵 计算 可 以 证 明 它们 对 奇 元 和 偶 元 的 映射 是 
协调 的 ， 即 


4 0 о BY 
A s) ο} 

A 0 0 +dct 
(4 » JG 0 J | 
FTA E Г H PBR AT I 2 fF (4). 

4 d — 1 时, xt (4.68) НЛ rege SE. W m 维 空间 
为 偶 时 ，d = 1, 设 前 m 维 空间 为 奇 时 ，d = 一 1, 式 (4.69) 5; (4.64) 
给 出 的 矩阵 阶 化 共 思 运算 一 致 ， 由 于 d 可 取 正 负 两 种 符号 ， 所 以 
pl(m,n) AE э £r AS pu 28 312 SERI 26 Br 4k t sp Я. 

spl(m, n): ' Ж pl(m, n) 加 上 超 迹 为 零 条 件 , 即 Tr( A) = Tr(D), 
ΙΕ SE Ep ΕΡΜΗ, ATLA spl(m,n) 也 有 含 实 参数 的 两 类 共 
Peis ИШИ Ж ШЕЙ. spl(m,n) 有 含 实 参 数 的 两 类 星 表示 
和 两 类 阶 化 星 表 示 . 


B(m,n): 从 (4.17b) жя В(т,п) 的 元 素 可 用 (2т+1+2п) HE 
阶 化 矩阵 代表 , (RSC HES SE Se RT A Pe eR, 其 奇 元 
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© 
° 
e 
ο ox e 8 
БЫ 
E 


Ж z,y,21,y1 Ж mx n SERRE, zz; dé Lx n MERE. 用 式 (4.68) 
和 (4.69) ЖГ ЗЕ BR IH ЕН КОЕ 


0 0 0 cr un 
0 0 0 y νι 
σ 0 0 0 z z 
—yi -xt -α 0 0 
g πα > 0 0 
0 0 0 ταν +ау 
0 0 0 Tdzj +dz* 
= 0 0 0 жа +ағ* |, 
d'at dy! dz! 0 0 (4.70) 
d'r? dy! dizi 0 0 


Ἀπ ERS HM, FR See. ЖЖ 
映射 之 后 ， 奇 元 仍 属于 B(m,n), 则 必须 满足 (0121) = Бат", 
56 (47141) = 干 dzi ---, 从 而 得 到 d? = τει. 因为 d 为 实 参 数 
所 以 不 可 能 存在 共 胰 运算 ， 只 可 能 在 d = 41 时 ， 存 在 两 种 阶 化 共 
SERES В(т,п) 有 两 种 阶 化 星 表示 . 

D(m,n): 可 以 与 B(m.n) --ΒΕΊΕΒΗ И. ЛЕЛЕРИ ЖЕЙ {ЕЕЕ Ж. 
所 以 有 两 种 阶 化 星 表示 ， 

C(n): IB ЕГ ЗЕ ИЕ RE ES ПЕ КЕШЕ, ATIC ATLL 
阶 化 为 C(n); = C(n).19 C(n). C(n)_1 FA Οίπὴι 的 元 素 可 用 2n 
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维和 矩阵 表示 . 


0 0 
0 0 
C(n)-1 
νι 0 
y 0 
0 0 
0 0 
C(n 
(n 0 -αἱ 
0 rt 


其 中 %,T1;Y, Yi 为 1 x (n 一 1) PE FB PF. 
BA 


0 00 0 0 0 

0 0 v νι -d 0 0 
— 0 0 0 0 yt 

y 00 O 0 у! 
0 0 z t 0 
o o 0 O}_ 44] о 
0 — 0 αἱ 
0 zt ο т} 


oo ο 8 ooge c 
© 


Wt d #0, ΠΗΡΕ 


(4.71) 


© © о о 
e 
© 


这 是 把 C(n)+i B C(n)+i 的 映射， 通过 具体 计算 ， 可 证 明 
它们 满足 推广 共 轿 映射 的 条 件 . 所 以 C(n) 存在 含 参数 的 两 类 阶 化 
ЖИ. Scheunert 等 证 明 Cin) EEEE SAAHA 
4. Cin) 有 含 实 参数 的 两 类 星 表 示 和 两 类 阶 化 星 表 示 . 

对 其 他 经 典 李 超 代数 ， 我 们 引述 Scheunert 等 的 结果 如 下 : 

Pin): ΒΛ e RR ritatis S, 也 无 星 表示 和 阶 化 星 表 


Q(n) НАН И, ВНИИ, MARAH EK 


示 ， 没 有 阶 化 星 表示 . 
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F(4) 和 G(3): Ж ИГЕ dt Я, BUR HORIS SE, MAF 
两 种 阶 化 星 表示 ， 没 有 星 表 示 . 

上 述 讨论 给 出 的 是 推广 共 辆 运算 的 必要 条 件 ， 也 是 星 表示 和 
阶 化 星 表 示 的 必要 条 件 ， 所 以 有 可 能 两 类 不 同 的 表示 含有 等 价 表 


Ἂν. 
4.5.4 B(0,1) 的 阶 化 星 表示 


B(0,1) APPL LIES. AR (4.69) 知 当 d = 1 时 ， 对 
RHO LEH, ME 


vi = Vn, 
2 са? (4.722) 
Via = 一 全 /2， 
当 d= -1 BF, XE НИ tsa ЕЙ, WE 
Vt, = -V i5, 
1/2 1⁄2 (4.72b) 
V ya = Vus. 


Wt V = V5 6 WW 是 B(0,1) 不 可 约 表示 p (Á) 的 表示 空间 .用 
A € Zo 来 标记 最 高 权 态 |4 A 入 ) 的 奇偶 性 ， 和 为 0 或 为 1 代表 最 
BRAN Bou. Dump HI BOE 


(4iz|y) = (—)e8 ^ doe (| Ay), (4.73) 


对 x,y € V, А € В(0,1). 

З — 2S Br 4 3C He iz Ж ΙΧ y $ — $058 — 28 fr γα. E: Ж 
ж. 下 面 分 别 讨论 两 类 阶 化 星 表示 满足 的 条 件 . 

从 第 一 类 阶 化 星 表示 满足 的 条 件 


(A-1/2 A-1/2 A41|po(V;j3*|À А А) 
= ((e(Wa)!|A A 3)tA-1/2 A-1/2 А+)" 
= (A~1/2 Á-1/2 A+1|p(V_1/2){A A А). 
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取 相 因子 使 约 化 矩阵 元 为 实 ， 略 去 表示 符号 p, 可 得 约 化 矩阵 元 满 
足 的 条 件 


(A A|JV|A—-1/2 A41) = (2) (A—-1/2 A+1|V|Á A). (4.74) 


从 约 化 矩阵 元 乘积 满足 的 方程 (4.61) 知 只 有 入 二 1 时 ， 才 可 能 是 
第 一 类 阶 化 星 表示 .可 以 把 约 化 矩阵 元 取 为 


(Á ЦИЦА 1/2 0) = -(A-1/20||V||A 1). (4.75) 


从 第 二 类 阶 化 星 表 示 满 足 的 条 件 


(A-1/2 A-1/2 M-1|p(Vij)À Á А) 
= {(e(Vij2)*|A А X)f|A-1/2 Α-1/2 А+) 
= —(A-1/2 A-1/2 A«1|p(V.12)]À A А). 


同样 取 相 因子 使 约 化 矩阵 元 为 实 ， 并 上 略 去 表示 符号 p, 可 得 约 化 矩 
阵 元 满足 的 条 件 


(Á AJVIÁ-1/2 A1) = (-* 4-12 AHITIAAN， (4.76) 


从 约 化 矩阵 元 乘积 满足 的 方程 (4.61) 知 只 有 入 = 0 时 ， 才 可 能 是 
第 二 类 阶 化 星 表示 . 同样 约 化 矩阵 元 也 可 取 为 满足 式 (4.75). 

如 不 可 约 表示 (A, À) = (1/2,1) 为 第 一 类 阶 化 星 表 示 ， 取 基 顺 
序 为 ， 而 :10 0), И: |1/2 —1/2), [1/2 1/2). 则 有 


0 1 0 
Va-]000], 
100 
0 0 
V i2 = 1 O 
0 0 
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此 时 有 


0 0 -1 
tol = 
Vig=] 10 о |=, 
0 0 0 
0 -1 0 
АА = 0 0 0 = -Viya. 
-1 0 0 


也 可 取 基 顺序 为 奇 空间 在 前 。 νι: 2 - 1/2, [1/2 1/2) 
Va :|0 0), WA 


0 0 0 
ma=|001|， 
1 0 0 
0 0 1 
Va = 0 0 0 
0 -1 0 
注意 奇 空间 在 前 ， 所 以 有 
0 0 
t _ 
Wa-[0 0 0 |=Vw, 
0 -1 0 
0 0 
t 
Va 0 0 -1 |= -Vy. 
一 1 0 


又 如 不 可 约 表示 (4,4) = (1/2,0) 为 第 二 类 阶 化 星 表示 . WE 
顺序 为 。 %:[1/2 —1/2), [1/2 1/2), W : |0 0), WA 
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0 
0 1 
Ууу = 0 0 0 
-1 0 
此 时 有 
0 一 | 
Vis =| 0 0 0 |=-Ул,», 
0 0 
0 0 0 
Va = 0 0 1 = νι/α- 
100 


也 可 取 基 顺 序 为 奇 空间 在 前 : Vi: 0 0), Yo : 1/2  — 1/2), 
[1/2 1/2), 则 有 


S 
μα 
~ 
teo 

lI 

= 

e 


所 以 有 


| 
| 
or 
oo 
oo 
It 
| 
5 
κ. 
~ 
€. 
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0 1 
Via =| 00 = Va. 
1 0 


© © c 


当然 所 有 不 可 约 表示 (4,1) 为 第 一 类 阶 化 星 表 示 ， 所 有 不 可 
约 表示 (4,0) 为 第 二 类 阶 化 星 表 示 . 此 处 不 再 详 述 . 
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第 五 章 ”一 些 基 本 经 典 李 超 代 数 的 表示 


本 章 给 出 一 些 求 基本 经 典 李 超 代 数 表示 的 实例 .在 讨论 不 同 
的 李 超 代数 时 ， 为 了 说 明 Wigner-Eckart 定理 的 应 用 ， 我 们 定义 的 
约 化 矩阵 元 不 同 ， 它 们 可 以 相差 一 个 与 分 量 无 关 的 因子 .前面 两 
节 给 出 В(1,1) 和 A(1,0) 不 可 约 表 示 的 详细 计算 ， 读 者 可 以 由 此 
学 会 张 量 基 方 法 在 李 超 代数 中 的 应 用 ， 第 三 节 给 出 Gelfand 基 下 
A(n, 0) 不 可 约 表示 的 解析 表 表 达 式 ， 并 对 A(n,m) 不 可 约 表示 求 
法 进行 简单 的 讨论 . 


5.1 B(1,1) 的 不 可 约 表示 


在 此 讨论 B(1,1) 的 实 型 csp(3,2) 的 表示 ， 其 Dynkin 图 和 不 
可 约 表 示 标 记 图 见 图 5.1. 


λα λ 


e=>0 @— 0 


αι a? 


5.1 B(1,1) 的 Dynkin 图 和 不 可 约 表示 标记 图 


0 1 
ην a 


其 生成 元 由 具有 下 列 形式 的 3+ 2 维 阶 化 矩阵 给 出 


其 Cartan 矩阵 为 
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(5.1) 


其 素 根 为 al = — + δι, a2 = ει, 设 Bi; 为 第 i1 行 第 7 列 元素 为 1， 
其 余 元 素 为 0 BJ 3 + 2 维 阶 化 矩阵 ， 则 相应 于 素 根 的 基 为 


ha, = En ~ E22 + Ea — Ess, ha, = Е — E22, 


ĉa, = —Eos + Ед, e-a, = Eu + Eso, (5.2) 
ем, = V2(E13 — Eso), e-a, = V2(— Esas + Eg). 
满足 
[ho Ваз) 一 0, [ha,, е2, = QGijfo;; (5.3) 
{έαι»θ--αι) = Gijha;, [hai €-a;] = —aies;. 


B(1,1) 张 量 基 的 生成 元 可 取 为 


Jo = Επι — E22, Л = Ез — Езә, 
J-1 = Ez — Επι, Lo = (Еца — Ess)/2, 
Ін = —Esg/ V2, L.i = Esa/V2, 


(5.4) 
T1121 = -Es + Ego, Т1 1/21/2 = Eos 一 Ед, 


Ti 11/2 -1/2 = En + Esa, Ty -11/2 -1/2 = - Ёа — Επι, 
To 1/21/2 = -Es + E35, Ty 1/2 -1/2 = -Ez — Ёз. 


偶 元 和 偶 元 ， 偶 元 和 奇 元 间 满 足以 下 对 易 关 系 : 


(1) |Ο», Ly] = 0, 
(Jo, J41] = л, 
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ља, J-1] = —Jo, 

[Lo, Lai] = L41, 

[L+1,L-1] = —Lo, | (5.5) 
[Jo, T1 p 1/24] = РТ p i2 4: 

[Jii Τι p1/2 n = xx p) x p + 1)/2Τι pti 1/29) 


[Lo, Τι p 1/2 a = ФТ! р1/2 4) 


[L41 1 p 1/24] = FV (1/2: 4) (1/2 € a  1)/271 p 12 941, 


奇 元 和 奇 元 间 满 足以 下 反对 易 关 系 : 
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{Ty 11/21/23 11/2 1/2] = 0, 

{Ty -11/2 cam haa -1/2} = 9, 
aam Ti 11/2 2372] = 0, 

{Τι -1 1⁄2 -1/2 Ту —11/2 1/2} =0, 

UT 11/21/211 01/21/2} = 0, | 

{ΤΙ -1 1/2 -1/2)T1 о 1⁄2 21/2) = 0, 

{Т, 11/2—1/2› Tii 1/2 -1/2} Ξ0, 

{Ty aaa am Ti -1 1/2 12) = 0, (5.68) 
{T1 1 1/2 -1/2 T1 0 1/2 -1/2} = 0, 

{Ti -1 1/21/2 Ti o 1/21/72} = 0, 

{Т\ 11/21/2571 01/2 -1/2} = Ј+1, 

{Т, 11/2 -1/2)T1 0 1/21/2} = οχι, 

(T 01/21/23 Ti -1 1172 -1/2} = J-1, 

{Τι —11⁄2 1/2921 01/2 -1/α} = —J-1, 
{Ту o1/21/2 Ту 01/2 1/2] = 2ο, 

{Ту aim Т aai) = —2V2L41, 


{Ту 01/21/2571 01/21/2} = 2V2L41, 

{Ту 11/2 -1/2 Ti -11/2 1/2} = -2VA2L 1, 

{Τὶ 01/2 -1/2 Tio 1/2 -1/2} = 2V2L-1, (5.60) 
(n 11/21/2i Ti 21 1/2 21/2] = Jo — 2Lo, 

{Ту 1/2 -1/2 Ti -1 1/2 1/2} = —Jo — 2Lo, 


其 中 pp = 0,+1, q = +1/2. 从 (5.5) 式 (1) 可 看 出 Cartan 子 代数 
的 基 为 Jo, Lo. 而 Jo, Jai FI Lo, Lar 分 别 组 成 李 代数 В, 和 Ci 的 
Æ. 已 知 В. 和 C, 均 与 so(3) 同 构 ， 可 将 它们 分 别 记 为 30(3)1 和 
s0(3)2, 它们 构成 B(1,1) 的 偶 元 , 从 (5.5) 式 (2) 可 以 看 出 Ty y 1⁄2 4 
既是 so(3), 的 1 秩 不 可 约 张 量 ， 也 是 so(3)? 的 1/2 秩 不 可 约 张 
Ж. = (5.6) 给 出 Τιρι/ος 间 满 足 的 反对 易 关 系 ， 它 们 可 以 写成 
so(3): © з0(3): 的 耦合 张 量 形式 ， 独 立 的 耦合 张 量 式 有 下 列 三 个 ， 


(ΤΤ}}9 =», p=0,+1, 
(TT)9;=—V6Lp, p=0,+1, (6.63) 
(ТТ)21=0, r=0,+1,+2. 
i (1 τι 1 p|7' n) #0 (1L m 1/2 ql! m!) HHA so(3), 和 so(3)z 的 CG 
系数 ， 式 (5.6') 中 耦合 张 量 的 定义 为 
(Ті 1/21 1/2) 
pq 
= > (1p 1p'[j 0) (1/2 q 1/2 eli d) Ti p1/2 411 p 1/2 q'- 
Pap 9 


已 知 so(3)1 和 з0(3) 的 Casimir 算 子 分 别 为 


J? = ~Ji] - ЈАЈЫ + A, 
I?-2-LüuLa-LaLa + Lo’. 
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κ |j n Um) Ἢ J’, Jo, 12, Lo 的 共同 本 征 矢 ， 即 
J'jjnim) 2j * Di nim}, 
Joljni m) —2n|jnlm), 
L'jjnim) = ЦІ+1) |j nl m), 
LIo|jnim)=mijnim), 


为 表示 空间 的 基 .， 定义 不 可 约 张 量 Ti pio q 的 约 化 矩阵 元 
(ТЇЗЇ) ж 
(Fn Um piali nim) = 1/ /(2j' + 1) (2l + 1) 
x (inip n) (Im 1/2 gl m^ Μπι. (5.7) 


可 得 耦合 张 量 的 约 化 矩阵 元 为 
ñ г\(тт D 
Ly Heer da /(23 + 1)( (20 + 1) δ) ME j B 
j 


J” I" 
| 1/2 1⁄2 
x 


i 
pee PUTT UG" ITI. οὐ 


Ж (5.6') REIER AIRE, MIT 的 约 化 矩阵 元 乘积 满足 下 列 
齐 次 方程 


21Η ΤΙ +1 1 1/2) Ε1 1 Γ1/2ΙΤΙ ὃ = 0, 
(E+ 1) Ε2 IT 11-1/2) G3 11-1/2|[T]5 Ὁ 
+1942 |Τ||31-1 1-1 /2) (94-1 {-1/3||Τ|}1 Ὁ = 
(5.9a) 
G*21—1|[TIj 1171/2) *11—1/2|[T]|j D = 0, 
VIC + 1) G1 ΗΓΗΙΤΙ 9 +1 01/2) 61 01/2] Ту) 
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+ VG +2)(2j +3)G+1 LATI I+1/2)( 1+1/2||Т\| Ὁ 
= 0, 

L5(25 + )G+1|IT|i+11+1/2)G+11+1/2||T]]; Ὁ 
+(I+1)V3(2J+1)G+1 UTI 1 1—-1/2)G+11-1/2|T||; Ὁ 
+10 2)02) + 3)641 Т] I+1/2)(G I+1/2|IT]||; ἢ 
+(I+1)V(G+2)(2J+3)(+1 TN 1—1/2)( 11217 Ὁ 

= 0, 
JOJ + 13) 641 L-1[TI4-1 0171/2) G1 1-1/2|T] Ὁ 
+072) (273) (7+1 L-1[TI 11/2) 11/2] TI Ὁ = ο, 

202) = 1) LF APT [9 +1 02-1/2) 6-1 1+1/2|T]||; Ὁ 
+ Qj - 1)(27 3)G I+1l|T|||š 1+1/2)(у Uc1/2]T | Ὁ 
+(j+1)(2j + 3)6 ΠΕ1{Τ]1-1 01/2) 6-1 G-1/2]|IT]5 0) 

= 0, (5.9b) 

202) = 1) 01 AT Ip +1 1-1/2) (F-+1 1-1/2||T 15 D) 

+ Qj – 1)(27 + 3)(j L- UIT II 1-1/2) (9 1-1/2 |; Ὁ 
+ G1) + 3)6 L-1[T[j-1 1-1/2) (G—-1 1-1/2]|TI[j Ὁ 
=0, 

VOZI- 1)G-1 LiT 1+1/2)G 1+1/2|Т|у Ὁ 
tv G* 016A 14 UIT | 9-1 1441/2) (92 1/24]; Ὁ 

= 0, 

LG = 1)027 — 1) (091 MIT I+1/2)(G 11/2171] D 
+ + IAG = DOJ- 96-11T| 1—1/2)( 1-1/21T Ὁ 
+1 /G+1)(29+1) 9-1 QTI[j 1 0-1/2) 6-1 12-1/2|[T]j D 
+ (141) VG +2251) ITH- (1/2) (9-1 οὐ 
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= 0, 
VG = 1)5 = 1)6 -1 L-1J[TI 1-1/2)  ἱ--1/2/ΙΤΙΗ Ὁ 
+V G++) G- CAl[T[j-1 1-1/2) G -1 t-1/2/(TI[j ἢ 
= 0, 
G-2141|TIj—1 1+1/2)(G—1 141/27 Ip Ὁ = 0, 
ij —2 |[T]j-11-1/2)6--1 01/2] T] Ὁ 
+ (L+ 1)6-2 [Tli -11-1/2)6 —1 1-1/2I[T Ij Ὁ = ο, 
G-21-1|T|j-11—1/2)4—1 ἱ-1/2{Τ]1 1) = ο, 
VF + 2025 + 1) G1 {|ΤΊμ 11 1+1/2)(G+1 L-1/2l [TI D) 
- у (7+2)(23+1)(7+1 Π|Τ|351 171/2) (94-1 1-1/2||T 9 0) 
~ Vi(27 + 3) (71 117117 1271/2) G L1 1/2]ITIL D 


+ Vi(27 + 3)641 TN 11/2) (3 0 —1/2][T lj D = 0, 
(5.9c) 


VG + 121 - 1)6-1 UIT Ig --1/2)G 1+1/2|T|]|; Ὁ 
- VG * 9j ~ 1) 6-1 UT |G 1—1/2)( 1-1/2/TI 0) 
~ VG-13-1)6-11Tlj-1 L-1/2) 6-1 Π-1/2Τ1 D 
tV/G-1) 23-1) 64 UTI- 71/2) 6-1 -1/2|IT|; 1) = 0, 
(j I+1|T|j+11+1/2)G+1 1+1/2|T]|; Ὁ 
~ G I+1|IT||j 056172) (7 1+1/2||T 0) 
+ (j I+1||T||;-1 1+1/2)(G—11+1/2|IT||; D) = ο, 
(j L-M[TIj4-1 171/2) G1 L-1/2 T] ἢ 
= (31-013 I—1/2)G l- 1/2||T| D 
+ Gi-MlTi;-11-1/2)6-11—-1/2lTI[ ἢ = 0. 
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把 约 化 矩阵 元 乘积 写成 下 列 简单 形式 


σι) G UTI + 11+1/2G + 11+ 1/2|Т|у 0), 
zə(j,D = (ТЇ) + 10— 1/2)  11— 1/2|T[ 0), 
z3(j,l) = G Ш t+ 1/2) t+ 1/2|Τ]3 1), 
zali t) = ΤΙ t= 1/2} t — 1/2111 0), 
ο) = G url — 10 1/2) - 11 1/2]TIj D, 
ze(5,1) = G Url — 1d — 1/26 —11—1/2Т]\у 1). 


EX Jm L 的 约 化 矩阵 元 分 别 为 


GI Ὁ = у 24 + 1)(21 + 03 + 1), 
(G HLN D = /(2j + 1)(21+ DIG + 1), 


则 到 式 (5.6) 的 对 角 矩 阵 元 ， 可 得 了 的 约 化 矩阵 元 满足 下 列 齐 次 
方程 


j(2j — Diei (3,1) + 3 (23 —1)(1+ 1)2(5,1) 
+ (25 — 1)(27 + 3)lza(j, 1) + (2j — 1)25 + 3)(1 + 1)z4(j, 1) 
+ (j + 1)(2 + 3)1zs(j, ἢ) + (1 + 1)027 + 3)( + 1)σο(ἠ,1) = 0, 
(5.10) 
和 非 齐 次 方程 


7σι(}, 1) jz2(9,1) + 23(3,1) 一 z4(J, l) m (7 + 1)25(7, l) (5.11) 
+ (3 + 1)ze(j,l) = 2(2j + 1)(21+ 1); (G + 1), 
ἰσι(ἠ, ἡ) + (I + 1)х2(3,1) — 1з(7,1) — (I + 1)т+(у,1) + 1zs(j,D 
t (+ 1)ze(j, l) = —6(2j + 1)(21 + 1)(1+ 1). 
(5.12) 
注意 
δι (4.18) = ze(j + 1, ἐ + 1/2), 
з(3,1) = z4(j,1 + 1/2), 
t5(j,l) = zə(j — 1,1-+ 1/2). 
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利用 上 齐 次 方程 (5.10) 和 非 齐 次 方程 (5.11) 和 (5.12), 可 得 由 σι, 
23,25 递 推 到 zz,z4,z6 的 递 推 关 系 


z2(j,1) = [2G + 1)(25 + D+ D] 1 G3? + 39 – 20m (3,1) 
_ * (23 + 3)(21 + 1)αα{7» ἢ — (g + 1)(2у + 3)(21  1)zs (j, D) 
—2(j + 1)(27 + 1)(2j + 3)(I + 1)(21 + 1)(21 + j)], 
(5.13a) 
z4(j,0- [2jG + Ὁ({ + 1)] ΤΗ (21 + iel, Ὁ 
t (727? — 2j1 + 21 + 1)zs (g, l) — (j + 1)(2ἱ + 1)zs (3, 2) 
—23(j + 1)(2j  1)(1 + 1)(21 + 1)(1 — 21)], 
(5.13b) 
ze(j,1) = - [25 + 1)(1 + 1)] [Qj — 1) QUE 1)т(5,1) 
t (2j — 1)(21 + 1)тз(у,1) + (--273 — j + 2ἱ + 1)z5 (5,0) 
—2j(2j - 1)(23 + 1)(1 + 1)(21 + 1)(j — 21 + 1)]. 
(5.13c) 
按照 有 限 维 不 可 约 表示 的 最 高 权 理论 ， 知 不 可 约 表示 用 最 高 
Ж A= (А, Ag) 标记 时 ， 因 为 Ao 是 偶 根 所 以 M2€ Z. ; i 
EAR, HÆ 4.3 Ж (А, - 23/2) € Zy, 24 (А — 25/2) =0 时 ， 必 
有 А2 = А = 0. el Jo = ha,/2, Lo 一 ha, /2 m ha, /4, 所 以 最 高 权 
AS ljo no Í πιο) 满足 : 


Jriljo no Í mo) = 0, 


=T; -11/21/2|jo no Í mo) = 0, 


可 以 得 到 πο = jo, mo = Í, Ң Í 是 此 不 可 约 表示 空间 中 /1 可 取 的 最 
大 值 . 即 最 高 权 态 为 |jo jo 11). 0 AM jo 可 以 取 任 意 非 负 整数 或 半 整 
Ж. 我 们 用 Go D) 标记 此 不 可 约 表示 ， 

从 最 高 权 态 出 发 ， 反 复 利用 约 化 矩阵 元 乘积 递 推 关 系 (5.13), 
这 是 从 ! 大 的 态 递 推 到 ! 小 的 态 . 可 得 不 可 约 表示 (jo, Ü 中 不 为 零 
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的 约 化 矩阵 元 乘积 如 下 ， 

Go Т\ө+1 221/2) o1 11/217 llo 0 
= —(2jo + 3) 21 + 1) (jo + 21), 

Go (ТЇ 11/2) Go Ї-1/2|Т] 4) 
= (210 + 1)(2ἱ + 1)(21 — 1), 

Go ЇТ\»-—1Ї—1/2)(%-1Ї-1/2|Т| 0 
= (230 — 1) (21 + 1) (3o — 21 + 1), 

(%+1 {- 1/2|TI[jo - 1 1-1)(%+1Ї—1|Т||%-++1 11/2) 
= 2(jo + 2)(25o + 3) (21 -- 1)/({ο + 1), 

(jo+1 {- 1/2] TI[jo (— 1) (jo (ЦІ ljot+1 ἷ-- 1/2) 
= ј0(2јо + 3)(2l — 1) (30 — 2ἱ + 1)/(3o + 1), 

Go Ї—1/2|Т|»+1 1-1) (0+1 Î- Цо 1-1/2) 
= —2jo(25o + 3)i(jo + 21) /(jo + 1), 

Go L- 1/2 [T lo 1-1) (do 1 [T| Ї—1/2) 
= —(2jo + 1)(jo + 20) (30 — 21 + 1)/(jo(Jo + 1)), 

Go 1-1/2\(T [o —1 2-1) (jo — 1 Î- ЦИ ло {-- 1/2) 
= 2(Jo + 1)(25o — 1)l(Jo — 2ἑ + 1)/jo; 

Go-1 i-1/2]T|[jo 4-1) Go Ї-1|Т||%—1 ἵ-- 1/2) 
= — (jo + 1)(2jo — 1) 21 — 1) (3o + 20/5. 

(jo—1 i-1/2|/T|[jo — 1 1—1) (3 1 Î- ΠΤΙ ο -- 1 {-- 1/2) 
= 2(% — 1)(2% — 1) (2E — 1)/%, 

(jo+1 {- 1[Τ|70 1—3/2) (jo Í—3/2|[T jo 4-1 1—1) 
= 2(230 + 3)(l — 1)(jo — 21+ 1), 

Go {-1Т| (3/2) Gio 1-3/2I|T ljo Ї-1) 
= 4(2% + 1)(ἱ — 1)1, 

(до =1 [-1[Τ]0ο 1-3/2) (Jo Î-3/2T lljo- 1 1-1) 
= —2(2jo — 1)(L— 1)(go + 20). 


(5.14) 
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其 他 约 化 矩阵 元 乘积 为 零 ， 如 ， 
(»+11Ї-1/2{[(Т|%+2Ї—1)(»+2 Ї-1|Т||%+11Ї—-1/2) = 
Go—1i-1/2lTljo- 2 |—1) (o - 2 Ї-1|Т||%ю—11—1/2) = 
(+1 ЦИ ро 23/2) (o1 E-3/2|T |o 41 Ї- )-ᾱ 
(ο 3/2071 +1 Î-5/2)(jo+1 Ї—5/2| Т] 1-3/2) = 0, 

(o {--8/2|Τ|3ο 1—5/2) (jo 1—5/2l|T lljo ἷ-- 3/2) = 0, 

等 等 . 以 上 为 零 的 约 化 矩阵 元 乘积 也 可 以 容易 地 由 齐 次 方程 得 到 . 

图 (5.2) 给 出 不 可 约 表示 (jo, Ü) 包含 的 (1,0) 18. 


1 


| 


(jo,Ü) 


(30+1,1—1/2) 


(jot+1,i—1) 


5.2 不 可 约 表示 (jo, D 包含 的 (7,1) 值 


一 般 不 可 约 表示 (doi), 在 jo > 3/2, [2 3/2 Bt, (3,1) 可 取 
(jo, £), (jo + 1i- 1/2), (jo, Í — 1/2), (jo 一 1 一 1/2), (Jo + 1i- 1), 
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(%,Ї—1), (%—1,Ї—1) # (%,Ї—3/2) 八 种 值 . 对 应 于 4(AÍ—1)(2jo+1) 
维 不 可 约 表示 . 
假定 当 


gemi DG urb -o 


(j WTS 0) = 0, 
(0 ЩТ P) = o, 


则 有 以 下 十 种 特别 情况 . 4 Í = 0 BF, 必 有 jo = 0, AA (j,D = (0,0) 
的 态 ， 对 应 于 一 维 恒 等 不 可 约 表示 . ἡ Í = 1/2, jo < 1/2 时 ， 只 
(3,0) Ἂ (jo,1/2) 和 (jo +1,0) RA, jo =O 和 jo = 1/2 分别 对 
应 于 五 维和 八 维 不 可 约 表示 , 当 ! = 1/2, jo > 1 时 , 只 有 (jo,1/2), 
(30+1,0) 和 (jo—1, 0) 三 种 态 ,对 应 于 4(27o 十 1) 维 不 可 约 表示 . 4 Í = 
1, jo = 0 BE, RA (0, 1), (1,1/2) 和 (1,0) 三 种 态 , 对 应 于 12 维 不 可 
约 表示 . 4l=1, jo = 1/2 时 ， 只 有 (1/2,1), (3/2,1/2), (1/2,1/2), 
(3/2,0) 和 (1/2,0) 五 种 态 ， 对 应 18 维 不 可 约 表示 . 4 > 1, jo = 
21-18, 只 有 (21-1,0), (20 i- 1/2), (2Ї-1,1—1/2) яп (2f i-1) m 
种 态 , 对 应 于 2(4ἱ3 1) (45-1) 维 不 可 约 表示 . 4 Í = 1, jo > 3/2 时 ， 

只 有 (30,1), (jo + 1,1/2), (70; 1/2), (jo — 1, 1/2), (jo + 1,0), (jo, 0) 
和 (jo — 1,0) 七 种 态 ， 对 应 于 12(2 + 1) 维 不 可 约 表示 . щі > 
a jo= 06, АЖ (0,0), (1,1—-1/2), (1,1-1) яп (0,Í — 3/2) 四 种 
态 ， 对 应 于 А(4Ї-1) 维 不 可 约 表示 . 4 Í > 3/2, jo = 1/2 时 ,只 
ΠΝ Ї), (3/2,1—1/2), (1/2, [-1/2), (3/3, 1-1), (1/2, ἕ--1) # (1/2, Î- 
3/2) 五 种 态 ， 对 应 于 8(4i — 1) EIER. 41> 3/2, jo = 1 
时 ， 有 (1,Ї), Q2,1— 1/2), (1,1 1/2), (0,f-1/2), (2,1-1), (1,1-1), 
(0,7—1) 和 (1,1—3/2) 八 种 态 ， 对 应 于 12(45 — 1) 维 不 可 约 表示 . 
此 情况 与 一 般 情况 不 同 在 于 态 |07 ~ 1/2) 和 态 |o Í — 1) ZT BH 
约 化 矩阵 元 为 零 
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显然 当 G'P|T|j DG IIT] P) = 0 时 ， 也 可 能 


О 12120 = 0, 
ση P) Z 0; 


G' UIT 1) 70, 
0 ТГ) = 0; 


这 对 应 可 约 而 不 完全 可 约 表示 ， 所 以 基本 经 典 李 超 代数 B(1,1) R 
有 可 约 而 不 完全 可 约 的 有 限 维 表示 . 事实 上 , 这 种 可 约 而 不 完全 可 
约 的 有 限 维 表 示 ， 除 B(0,n) 外 ， 在 经 典 李 超 代数 的 表示 中 ， 是 普 


ile +f ТЕП). 


下 面 讨论 李 超 代 数 B(1, 1) 的 阶 化 星 表示 . 已 知 偶 元 的 阶 化 共 


1 HAH 315 SERI, A 


Ji = J = Jo, Ji = Jl, = J 
Jíj2Ji;--Ja, = L} = Lo, 


Li, 一 Li, 二 一 了 -1 L, = І, = μι. 


*5 uff Br 4653198 Я Ἂ 


Т}, 1/2 1/2 = (GTI -1 1⁄2 -1/2 
Т} 1/21/2 7 (+)T, 11/2-1/2» 
TH 1/2 -1/2 7 GET) -1 1/2 1/9» 
ті, 1/2 -1/2 7 (#)T1 1 1/2 1/2, 
Т}, 1/2 1/2 = (ἜΤΙ 01/2 -1/2 
Tio 1/2 -1/2 一 (+)Tio 1/21/2) 


(5.15a) 


(5.15b) 


APES RMR НИШ АЯ, Ае MS ie 


算 . 
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而 阶 化 星 表示 p 满足 条 件 p(zb = p(x)! X z € B(1,1). 按 
上 表示 空间 基 取 法 ， 偶 元 Л, «γι, Ј-1, Lo Las Loa 的 表示 在 ju 
取 非 负 整 数 或 半 整 数 时 满足 此 条 件 ， 而 奇 元 的 表示 矩阵 ， 设 a = 
deg |; n 1 mo), 注意 deg (Τι p 1/3 αἱ7 n πια) = a + 1, 满足 


gn πι a£ ATE 1ο 12lj n 1 m o) 


一 (-)*G n I m αἰΤι 1 1/2 ι/α|13΄ т! i! т! at 1» 


= (+)(j' n'l'm'a + 1m —] 1/2 ali nim o). 
可 得 约 化 矩阵 元 为 阶 化 星 表示 时 满足 的 条 件 为 


(го Ua 1)” 
= (z)(-)e(-)i-3 *-* 3206! a + ΙΤ Lo), 
(5.16) 


其 括号 中 正 号 对 应 第 一 类 阶 化 星 表示 ， 负 号 对 应 第 二 类 阶 化 星 表 
m. 利用 约 化 矩阵 元 乘积 结果 ， 设 оо = deg [jo n Í m), 可 得 阶 化 星 
表示 时 T 的 约 化 矩阵 元 绝对 值 平方 为 


Ijo Ё оо ljo+1 11/2 αρ +1)|2 
= (£)(-)?9*! (2; + 3)(2Í + 1) (jo + 20), 
Io Í aollTlijo 1-1/2 ao+ 1)? 
= (+)(—-)%°T1(2j + 1)(2Í + 1) (2Í — 1), 
|(% fxg ||| jo—1 1-1/2 ag +1)? 
= (#)(—)°° (2% — 1)(2Í + 1)(% — 21 + 1), (5.17a) 
|(%+11-1/2 а0+ IT ||jo --1 1-1 ag)? 
= (£)(—)°°2(o + 2)(25o + 3) (2Í — 1)/(jo + 1), 
|Go+1 (71/2 ao-1|[T|[jo 1-1 ag)? 
= (£)(-)***! jo(25o + 3)(2Í — 1)(o — 21 + 1)/(% + 1), 
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[до £—1/2ao +1|[T'|jo+1 1-1 ao)? 

= (+)(—)°°2jo(250 + 3) (jo + 21) / (jo + 1), 
|(% Ї—1/2 ao+1||T||jo Î- 1 ов)? 

= (+)(—)°°+1(2% + 1) (jo + 21) (jo — 2Í + 1)/(%(% + 1)), 
[o ἷ-- 1/2 αο[ἱΤ]ζο-- 1 1—1 оо)? 

= (£)(—)°°*12(Jo + 1)(2jo — 1)Ї(% — 2f + 1)/jo, 
|(%—1Ї—1/2 ao +1||T||jo Í—1 оо)? 

= (+)(—)°°(% + 1)(25o ~ 1)(2Í — 1) (5o + 2)/ jo; 

(5.17b) 

lo—1i—1/2 ao 4-1|T|jo 1 Í—1 оо)? 

= (+)(—)°°2(jo — 1)(2jo — 1) (21 — 1)/5o, 
|(%+1Ї—1 aollTiljo Ї—3/2 ao - 1)? 

= (#)(—)°°2(2% + 3)(1 — 1) (jo — 21 + 1), 
|o Ї—1 оодо Ї—3/2 e + 1)? 

= (#)(—)%°+14(2% + 1)(Ї— 1) 
|o —1 i—1ool|T]|jo Í—3/2 og)? 

= (&)(—)°°+12(2% — 1)(Í — 1) (o + 21). 


可 见 在 阶 化 星 表示 时 , 约 化 矩阵 元 的 值 与 最 高 权 态 的 奇偶 性 有 关 . 


设 最 高 权 态 为 偶 ， 即 deg [jo n Í m) = 0, 时 ， 满 足 式 (5.17) 的 第 


一 类 阶 化 星 表示 只 有 (0,0) 一 维 恒 等 表 示 ， 而 第 二 类 阶 化 星 表 示 
BR (0,0) 外 ， 还 有 (0,1/2) 和 (1/2,1/2) Ra. 设 最 高 权 态 为 奇 ， 


BN deg |jo n πι) = 1, 时 ， 第 一 类 阶 化 星 表示 为 (0,0), (0,1/2) 和 


(1/2,1/2). 而 第 二 类 阶 化 星 表 示 只 有 (0,0). 可 以 看 出 最 高 权 态 的 奇 
偶 性 互 换 正 好 对 应 于 第 一 和 第 二 类 阶 化 星 表示 互 换 . 
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5.2 A(1,0) 的 不 可 约 表示 


在 此 讨论 А(1,0) 的 实 型 su(2,1) = spl(2,1) 的 表示 . BR 
A(1,0) 的 Dynkin 图 和 不 可 约 表示 标记 图 如 图 5.3, 其 Cartan Ж 


阵 为 
2 —1 
(aij) = ( _1 0 J . 


图 53 A(1,0) 的 Dynkin 图 和 不 可 约 表 示 标 记 图 
其 生成 元 由 下 列 超 迹 为 零 的 阶 化 矩阵 给 出 
bi 62 | bis 
bai b22 | Боз |, 11 + b22 — b33 = 0, (5.18) 


bsi b32 b33 


其 素 根 为 al = el — є, 02 = 62 —ó1. 设 Е, Ἀ3Β 11138 7 列 元 素 为 
1 ,其 余 元 素 为 0 的 2+1 维 阶 化 矩阵 ， 则 相应 于 素 根 的 基 为 
Һ = En Eo, ha, = E22 + E33, 
еа 一 Eia, еа = E, (5.19) 
еа, = E23, e—a, = E32, 
且 满足 阶 化 对 易 关 系 (4.25). 张 量 基 的 生成 元 可 取 为 
А = ~(En + Ez + 2Es3), Jo = (E11 — E22)/2, 


Ла = -Ειο/ν2, Јл = Ez / v2, (5.20) 
Tia = Fi3/V2, Тр = Ess / V2, | 
И уә = —Ёзә/У2, Ир = Ез /V2, 

满足 以 下 对 易 和 反对 易 关 系 
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(2) 


(A; Jm] = 0, 
[Jo, "S 一 +ЈЫ, 


[J i J] = —Jo, 

(A. Τρ] = Tp, 

[Jo, Τρ] = pT,, 

[/+1, Tp] = FV (1/2 F p)(1/2 + p+ 1)/2Т,+1, 
[A, Vp] = —Vp» 

[Jo, Vp] = ру,, 

[Ji Vo] = + /(1/2 F p)(1/2 + p+ 1)/2Vp41, 
{Tp Tp} = 0, 

{Vp Vp} = 0, 


Ua Val = Jaa / 2, 
Uia Ve12} = Jo/2 F АЈА, 


(5.21) 


其 中 m = 0,+1, р.р = +1/2. 从 (5.21) 式 (1) 可 看 出 Cartan T ft 
数 的 基 为 А, Jo, ΠΠ Jo, Jai 组 成 李 代数 su(2) 的 基 ， 它 们 是 su(2/1) 
的 偶 元 , 从 (5.21) 式 (2) 可 以 看 出 Τρ, Vp 均 是 su(2) 的 1/2 秩 不 可 
约 张 量 ， 且 分 别 使 A 的 值 增加 或 减少 1. (5.21) 式 (3) 给 出 Tp Vp 
间 满 足 的 反对 易 关 系 . 

Ж (КаК |К Q) 为 su(2) 的 CG Ж, XE ΠΥΡ Hk RA 
k 秩 不 可 约 张 量 ， 定 义 耦 合 张 量 为 


(X*Y*) E 2 (kgk |К) XEYE, 


4 4' 


则 Τρ, V 间 反对 易 关 系 可 以 写成 su(2) 的 耦合 张 量 形 式 . 独立 的 
耦合 张 量 式 有 下 列 四 个 
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(ТТ)! = 0, 


(VV); = 0, 
(VT), + (TV)1, = Jm/ v32, (5.21!) 
(νΤ) — (ТУ) = A/(2V2). 


已 知 su(2) 的 Casimir 算 子 为 
J? = J ЈАЈЫ + Jo? 
取 A, J?, Jo 的 共同 本 征 矢 le Ak) 为 表示 空间 的 基 ， 即 


Ale Ak) = ele Ak), 
J?|e A k) 2 A(A+1)|e AK), 
Jole Ak) = kje Ak). 


定义 不 可 约 张 量 X7 的 约 化 矩阵 元 (e A'||X* Ie Л) 为 


(e A! K'IXF|e A К) 
= (k q AKA’ K') (e ЛХ). (5.22) 


可 得 耦合 张 量 的 约 化 矩阵 元 为 


(4 AN(X*Y* )le A) 
一 (tk 十 A 十 入 i k κ 1 ) 
=(-) ΤΙΣ vae, "d 
x d A| X |ë A) (г Á|Y є 4). (5.23) 
则 由 式 (5.217), (5.23) 可 得 T, V 约 化 矩阵 元 满足 下 列 齐 次 方程 


(e+2 A+1||T||e+1 A+1/2) (e+1 A4-1/2]|T [e A} = 0, 
(e+2 A—1|IT|e+1 A—1/2) (e+1 A—1/2|T||e A) = 0, 
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МА+1(є+2 Al|T||e--1 A—1/2) (e+1 A-1/2||T'l|eA) 
+ VA (є+2 A||T||e+1 A+1/2) (e+1 A+1/2||T||e A) = 0, 
(5.24) 
(e—2 A+1||V|e=1 A+1/2) (e—1 A+1/2||V|le Л) = 0, 
(e- 2 A-A||Vlle—1 A—1/2) (e-1 A- 1/2] V Л) = 0, 
VA-1(e-2 AI|V||e-1 A-1/2) (e-1 A—1/2||V||eA ) 
+ VA (c-2 A|V||e-1 A4-1/2) (e-1 Λἠ-1/2|ν||ε A) = 0, 


和 非 齐 次 方程 


VA * 1) (e A|V|le+1 A-1/2) (e+1 A-1/2|[T||e A) 
+ /(A+1) (e 4176-1 4-1/2) (e-1 A-1/2]V le A) 
+ VA (є AllV|le+1 A+1/2) (є++1 A-1/2][T |]e Л) 
+ VA (є Al[T||e—-1 A+1/2) (e-1 A+1/2||Vile A) 


_ OU [A4* )@4+1) (5.25) 
V > , . 


— VA (є A|lV||e+1 A—1/2) (e+1 A-1/2||T le A) 

+ VAte AI|T|Ie- 1 A—1/2) (e-1 A-1/2||V |e A) 

+ М (А + 1) (e A||V||e+1 A+1/2) (e4-1 A4-1/21|T ||e A) 
- V(A4 1) (e AlT|e—1 A+1/2) (e-1 44-1/2]|V ||e A) 
eV2A4+1 


COMES (5.26) 


利用 上 二 非 齐 次 方程 ， 可 得 T.V 约 化 矩阵 元 乘积 的 递 推 关 系 
(е1 A-1/2]V lle A) (є Al|T||e—1 A--1/2) 


= GATTI T (e A||V|e+1 A+1/2) (e+1 A7-1/2lIT ||e A) 
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_ 2νΛ{Λ11} € A|V|et 1 A—1/2€+1 A-1/2|T |e 4) 


2A+1 
_ Js D(e/2-- 4) 


/2(2A 1) 


| (5.27a) 
(ε-1 A—1/2||V ||e A) (e A|lT|e—=1 A— 1/2) 


+ V20AT1) ` 
(5.27b) 


按照 有 限 维 不 可 约 表示 的 最 高 权 理 论 ， 知 不 可 约 表 示 用 最 高 
BLA = (A1, А) 标记 时 ,因为 λι 是 偶 根 FAL E Zy, 而 和 2 是 
AR, Am, n) 是 一 型 经 典 李 超 代数 ， 所 以 Ao 可 以 取 任 意 复 数 . 已 
知 Jo = Λαι/2, А = 一 (ha + 2ha,), 所 以 最 高 权 态 |ë Ao Κο) 满足: 


J41 |ê Ao ko) = 0, 
Τ ιὲ Λο ko) 一 0. 


可 以 得 到 ko = Ao, B. € 是 此 不 可 约 表示 空间 中 e 可 取 的 最 大 值 . 
即 最 高 权 态 为 
|ë Ao Ao), 


€ 可 取 任 意 复 数 ， 而 Λο 可 以 取 非 负 整 数 或 半 整 数 ， 我 们 用 (E Ao) 
标记 此 不 可 约 表示 . 

从 最 高 权 态 出 发 ,反复 利用 约 化 矩阵 元 乘积 的 递 推 关系 , 可 得 
不 可 约 表示 (ë, Λο) 中 不 为 零 的 约 化 矩阵 元 乘积 如 下 ， 


(ἐ-1 Λο {1/2} |1 Ao) (€ Aol|T||ë—1 Ao +1/2) 
_ _ V(As + 1/2 + Ao) 
2(249*-1) ᾿ 
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(ë—1 Ao—1/2||V || Ao) (€ AollT|ë —1 Λο- 1/2) 
_ VAo(é/2 — Ao - 1) 
V2(0dq + 1) 
(£—2 Ag||V||£—1 Ag +1/2) (€—1 Ao+1/2||T'|ë — 2 Ao) 
Μο + 1)(@/2 - Ao - 1) (5.28) 
Е V 2(24o +1) ' 
(€~2 Ag||V|é- 1 Ao —1/2) (€é—1 Ao—1/21|[T |ë 2 Ло) 
_ _ V Ao(£/2 + Ло) 
v2(2As +1) ' 
其 他 约 化 矩阵 元 乘积 为 零 ， 如 
(ἐ--2 Ao+1||V||ë <1 Ag +1/2) (ë—1 Ag+1/2\||T||E-2 Ao+1) = 0, 
(ë—2 Ao—1||V||ë=1 Λο-- 1/2) (2-1 4o—1/2|[T|é —2 Ao — 1) = 0, 
(£—3 Ao — 1/2|V|£ —2 Λο) (€—2 Ao||T£ —3 Ao—1/2) = 0, 
(£—3 Ao+1/2||V |ë —2 Ao) (£—2 Ao||T||ë —3 Ao+1/2) = 0, 


等 等 . 以 上 为 零 的 约 化 矩阵 元 乘积 也 可 以 容易 地 由 齐 次 方程 得 到 . 


e 一 1, 44o 十 172) 


A 
图 5.4 不 可 约 表示 (ë, Ao) 包含 的 (e A) {8 
一 般 不 可 约 表示 (ë, Ao) P, 24 ë Z -24o € Z 2A 十 2 Bf, 
(e, A) 可 取 (ë, Ao), (€ — 1, Ao — 1/2), (ë — 1, Λο 4- 1/2), (ë — 2, Ao), 四 
种 值 ， 见 图 5.4. 对 应 于 (849 + 4) 维 不 可 约 表示 ， 
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(е АУ |е А)(є ATI Λ) = 0, 


(е ЛУ e A) = 0, 
(e AllTlle A) = 0, 


有 以 下 四 种 特别 情况 ， 当 Ao =0 #l ἐ- 0Η, AF (61) = (0,0) 
的 态 ， 对 应 于 一 维 恒 等 不 可 约 表示 . M Ao = 0 fü é Z 0,2 时 ， 只 
^H (e 4) 为 (6,0), (é —1,1/2) fil (ἐ-- 2,0) 三 种 态 ,对 应 于 四 维 不 可 
NAAN. 33 € = 24 +2 BF, RA (ê, Ao) 和 (é — 1, Ao + 1/2) 两 种 
态 ， 对 应 于 (4Λο 3) 维 不 可 约 表示 . ἡ é = -24o 时 , RA (ë, Ao) 
和 (€ — 14o — 1/2) 两 种 态 ， 对 应 于 (44o + 1) 维 不 可 约 表示 ， 这 
些 特别 情况 被 称 为 非典 型 表示 ， 其 他 情况 被 称 为 典型 (typical) X 
ж. 最 高 权 (ê, Ao) 的 可 取 范 围 见 后 面 图 5.5. 
显然 也 可 能 
(€ ЛУ [є A) = 0, 
(e AllT le" A") Z 0; 


(е ΛΊΨΊε A) Z 0, 
(e AllTlle A") = 0, 


而 使 约 化 矩阵 元 乘积 为 零 , 这 对 应 于 可 约 而 不 完全 可 约 表示 ,所 以 
BA REBAR 4(1,0) 具有 可 约 而 不 完全 可 约 的 有 限 维 表示 . 
我 们 再 次 看 到 这 种 可 约 而 不 完全 可 约 的 有 限 维 表示 ， 在 经 典 李 超 
代数 的 表示 中 的 存在 . 

下 面 讨论 李 超 代数 A(1,0) 的 星 表示 和 阶 化 星 表 示 ， 已 知 偶 元 
Bee SUELE SS ВАНА], 1977 


ο 
Л, = Ji = EST Ji, = Ji = =. 


(5.29а) 
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μ.ο... 
Πα" = (+)(1/d)V_ 1/2: Tan - (3)0/4)V 2, 
Vh = = (¥)dT_12, Vla = = (4)4Ту,», 


HHd AKTSWRZSR, LARS rh EBEN MS — 28 3F 38 

运算 ， iii Жаан. i πι [ή Br (t, dtd is Я N 
Τα" = (+)(1/d)V_ 1/2» Таз --(π)1/ά)νι/α, 
Vb. = (£)dT_ 1/2: Vi = (=)4Т, уз. 


同样 d 为 大 于 零 的 实 参数 ， 上 式 括号 中 上 面 符号 对 应 第 一 类 阶 化 
共 斩 运 算 ， 下 面 符号 对 应 第 二 类 阶 化 共 生 运 算 . 
已 知 星 表示 р 满足 条 件 p(zi) = ρ(α)᾽, 对 z € A(1,0). REE 

示 空 间 基 取 法 ， 偶 元 A.Jo,J41,J-ài 的 表示 在 A 取 非 负 整 数 或 半 
整数 时 满足 此 条 件 ， 而 奇 元 的 表示 矩阵 满足 

(e-14 K'|T} le A K) 

= (eA K|Ty/2\e—1 X K')* 

= (+)(1/d){e-1 A! K'|V.1/5]e A К), 


代入 CG 系数 ， 可 得 星 表示 时 约 化 矩阵 元 满足 的 条 件 为 
(e A|IT'|Je—1 ΔΎ" 
= (^92 (0/4) /4--0/4x1)(-1 A'||V|le A). 
(5.30) 
利用 约 化 矩阵 元 乘积 结果 ， 可 得 星 表示 时 V 的 约 化 矩阵 元 绝对 值 
平方 为 


102-21 Ao+1/2||V | Ao)? = —(+)d(¿/2 + 4o)/2， 


(5.29b) 


(5.29c) 


02-1 4о-1/2]У]ё д0) = —(&)4@/2- Ay - 2, — (5.31) 
| | _ (Ao + 1)(#/2— Λο 1) 
[ἑ-2Λο|ν|ἑ-1 4o + 1/2)? = —(4)d 9, 
ο do ~1/2)P ο. 
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于 是 当 取 括 号 中 上 面 正 号 时 ,得 第 一 类 星 表示 要 求 最 高 权 满 足 E < 
-240. 当 取 括号 下 面 负 号 时 ， 得 第 二 类 星 表示 要 求 最 高 权 满足 > 
2A0 +2. 

而 阶 化 星 表示 p 满足 条 件 p(zt) = p(z) 对 z € A(1,0). HE 
表示 空间 基 取 法 ， 偶 元 А, Jo JaJa 的 表示 在 A 取 非 负 整数 或 
半 整 数 时 满足 此 条 件 ， 而 奇 元 的 表示 矩阵 ， 设 a = deg le A K) W 


= 
(c-1 A’ K'|TE |e A K) 
= (—)*(e А KIT, j2le-1 Д K'y 


= (£)(1/d4)(e-1 A’ ΚΊΝ ια|ε A K), 
可 得 约 化 矩阵 元 为 阶 化 星 表示 时 满足 的 条 件 为 


(e Λ|Τ||ε-1 A^)* 


πω... (4 31)/241)(-1 AIV lle A). 
(5.32) 


X ao = deg |ë Ло К), iE deg |e - 1 A 1/2 К’) = deg |e A K) +1, 
利用 约 化 矩阵 元 乘积 结果 ， 可 得 阶 化 是 表示 时 V 的 约 化 矩阵 元 绝 
对 值 平方 为 


(2—1 Ap +1/2i[VIJé Ao)? = (—)°°+1(+)4(#/2 + Ao)/2, 
(6-1 Ao-1/2||Vllé Ao) |? = (—)“°*1(+)d(¿/2 — Λο — 1)/2, 


(5.33) 
(£2 AollVIle—1 Ao + 1/2)? = (ecg ORE e D 
Ὁ ο ο 


可 见 在 阶 化 星 表示 时 , 约 化 矩阵 元 的 值 与 最 高 权 态 的 奇偶 性 有 关 . 

设 最 高 权 态 为 偶 ， 即 deg |ë Λι) = 0, 则 当 取 (5.33) 式 中 上 面 符 
号 (+) 时 ， 得 第 一 类 阶 化 星 表 示 要 求 最 高 权 满 足 € = --2Λο. 当 取 
(5.33) 式 中 下 面 符 号 (-) 时 ， 得 第 二 类 阶 化 星 表示 要 求 最 高 权 满 
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足 e= 24o 十 2, 或 满足 如 =0，0<e<2. 设 最 高 权 态 为 奇 ， 即 
deg |ê Ao) = 1, 则 当 取 (+) 时 ， 得 第 一 类 阶 化 星 表示 要 求 最 高 权 满 
足 e= 24o+2, 或 满足 40=0，0<e<s2. 当 取 (-) 时 ， 得 第 二 类 
阶 化 星 表 示 要 求 最 高 权 满足 e = -24o. 所 以 最 高 权 态 的 奇偶 性 互 
换 正 好 对 应 于 第 一 和 第 二 类 阶 化 星 表示 互 换 . 

最 高 权 (ê, Ao) 的 可 取 值 见 图 5.5. 


ë 


| Θ 
s 


图 5.5 最 高 权 (ê, Λο) 的 可 取 和 什 


图 中 实 线 和 圆圈 代表 可 能 的 星 表 示 ， 粗 线 和 圆圈 代表 可 能 的 阶 化 
星 表示 ， 而 虚线 代表 既 非 星 表示 也 非 阶 化 星 表示 的 不 可 约 表示 ， 
圆 图 中 的 数 代表 该 不 可 约 表示 的 维 数 , 在 实 线 , 虚线 和 粗 线 下 右 方 
的 数 也 代表 各 相应 不 可 约 表示 的 维 数 . 其 中 实 线 , 虚线 和 粗 线 对 应 
典型 表示 ， 而 圆圈 对 应 非典 型 表示 . 
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注意 到 取 基 为 А, Ј2, Jo 的 共同 本 征 矢 ， 即 相当 作 A(L0) 2 
su(2) Q u(1) Ak. 利用 已 知 的 su(2) 和 ull) 不 可 约 表 示 直 积 约 
化 ， 可 以 求 出 A(0,1) 不 可 约 表示 直 积 约 化 ， 如 第 二 类 星 表 示 直 
δι (2,0) & (3,1/2), 包含 的 (e A) 为 (5,1/2) Ө 2(4,1) e (4,0) Ф 
(3,3/2) © (3,1/2). 其 中 最 高 权 (5,1/2) 对 应 的 不 可 约 表示 还 包含 
权 (4, 1), (4, 0), (3, 1/2), MF (4, 1) 6 (3, 3/2) 对 应 不 可 约 表 示 (4, 1), 
所 以 有 

(2,0) @ (3,1/2) = (5,1/2) Ф (4,1), 


不 可 约 表 示 (5, 1/2) 和 (4,1) 也 都 是 第 二 类 星 表 示 . 同样 在 取 最 高 
RAAE, (2,0) 和 (3,1/2) 也 是 第 二 类 阶 化 星 表 示 ， 但 (5,1/2) 
却 不 是 阶 化 星 表示 . 所 以 说 阶 化 星 表示 的 直 积 并 不 一 定 可 以 约 化 
为 阶 化 星 表示 的 直 和 和. 

在 结束 本 节 前 ， 我 们 将 4(1,0) 与 su(3) 的 不 可 约 表示 作 一 个 
比较 . 由 节 2.1 知 su(3) 与 4(1,0) 一 样 都 有 八 个 生成 元 . 而 且 都 具 
有 以 Jo, δει 和 A 为 生成 元 的 子 代数 su(2) & u(1). 剩 下 的 生成 元 
Tp: V, 也 都 是 su(2) 的 1/2 秩 不 可 约 张 量 ， 且 分 别 使 4 的 值 增加 
或 减少 1. 但 它们 的 不 可 约 表示 却 很 不 同 . su(3) 中 A 的 本 征 值 只 
能 取 非 负 整 数 ， 而 А(1,0) 中 4 的 本 征 值 却 可 取 任 意 复 数 . su(3) 
不 可 约 表 示 (Λι, Λα) 所 包含 的 su(2) & u(1) 不 可 约 表示 个 数 随 AL, 
Ae 的 值 增加 而 增加 ， 而 4(1,0) 却 最 多 只 有 四 个 . su(3) 的 全 部 有 
限 维 不 可 约 表示 都 是 星 表示 ,而 4(1,0) 却 有 有 限 维 阶 化 星 表示 和 
锋 不 是 星 表示 也 不 是 阶 化 星 表示 的 有 限 维 表 示 . 这 说 明 李 代数 与 
李 超 代数 是 有 明显 不 同 的 . | 


5.3 A(n — 1,0) 的 不 可 约 表示 


经 典 李 超 代数 A(n 一 1,0) = spl(n,1) 是 一 般 线 性 李 超 代数 
pl(n, 1) 的 超 迹 为 零 的 子 代数 ， 
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EA pl(n, 1, К) = gl(n, R)egl(1, R), gl(n, R) 的 生成 元 为 Ei ;, 
¿j = ln, gl(1, R) 的 生成 元 为 Enn nn. pl(n;1,R); 的 生成 
Ji Eis Enni 1 = lon 可 取 {Em m Εν αν Ean} 为 
pl(n,1, R) 的 Cartan 子 代 数 的 基 ， 
对 dj k!-1, n, plín,1, R) 的 生成 元 满足 以 下 对 易 和 反 
对 易 关 系 
(1) [E;; Bei) = 6j Eit Όρο 
[Ei j, Enn na] = 0, 
(2 [E;;, Er a] = ὃ; kEi „ы, 
[EnH ъа, Ek oi] = -Ek nn, 
(E; j, En κ] = ^ 6i kEna ji (5.34) 
[Enn ъп, Enn κ) = Esa к, 
(3) {E;n E; mn} = 0, 
(Esa i, Enn ;} = 0, 
[Ei n Eny 3} = Ei j +ó; ;E, та. 


由 pl(n,1) 的 对 角 生 成 元 E11, E22, ,Enn „ы, 和 超 迹 为 零 
Ak fF, Al spl(n, 1) 的 对 角 生 成 元 可 以 取 为 Bi 1 一 B22,… E, 1 n—1 
-Enn 和 Enn + Ён nt 最 后 一 个 生成 元 Es Enn πμ, 也 可 以 
换 成 D = (πξωμ ьн Ya Bii)/(n — 1). spl(n,1) 和 pl(n,1) 的 
非 对 角 生 成 元 完全 一 样 . 李 超 代数 su(n/1) 是 spl(n,1) 的 一 个 实 
Е, KERMA KK MER ABA αἱ = z, 对 z € su(n/1). 所 
以 可 以 取 其 对 角 生 成 元 与 spl(n,1) 一 样 ， 非 对 角 生 成 元 为 (Ei 5 + 
E; i), (Ei; — Eji) i < j € (n++1). 于 是 通过 实 一 般 线 性 李 超 
代数 pli(n, 1, R) 的 不 可 约 表 示 ， 可 以 诱导 出 spl(n,1, R) 的 不 可 约 
表示 . 通过 pl(n,1,R) 的 不 可 约 星 表示 ,可 以 诱导 出 spl(n, 1, R) 和 
su(n/1) 的 不 可 约 星 表示 .下 面 将 求 pl(n,1, R) 的 不 可 约 星 表示 ， 

pl(n, 1, R) 有 限 维 不 可 约 表示 可 以 用 最 高 权 (M, ГО) 来 标记 ， 
其 中 ἠι № Ема ma 的 最 大 本 征 值 ， 而 Го = (m$ ,,- т „), 是 相 
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У gl(n, R) 的 不 可 约 表示 标记 . 用 pl(n,1, Β) o gl(n, R) > gl(n — 
1,8) о э gl(1,R) 来 标记 不 可 约 表示 (m, ГО) SMAA. M 
(h, Γ9) 表示 空间 的 基 可 以 取 为 


m Го rm), m9, --- πιὸ, m Го 
I Min Mon coc Mnn _ In 
Da Mi n— coo Tana Ia 
Yn-1 Yn-1 , Ύπ-1 


Эһ: 是 lii 分 量 指标 的 简写 , 这 基 是 Gelfand 基 在 李 超 代数 中 的 
推广 ， 也 称 为 pl(n,1) 的 Gelfand Ж. 
与 gl(n, R) 写法 一 致 ， 


Γι = (mii: Mji Mji tl, mjni Mih 


对 固定 的 Γι, T 的 最 高 值 也 记 为 Гл = (mi i,mai,,miza i). 
Ti 的 最 低 值 也 记 为 Da = (πυρ αν m3 {ντ , Mii) (rh, Го) 的 最 高 
BAA 


m I9 ἣν ГО 
го \ m 
i, i. 
49 1 AP i 


在 Gelfand 基 下 ,利用 第 二 章 gl(n, R) 不 可 约 表示 结果 ， 生 成 
元 Eij ji: n HRB AWN, ΠΠ Essa WE 


ñ Fa | m I9 
Капты | T, =[ + (mb, mu T, - ($35) 
^n ї=1 Yn 
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也 就 是 说 全 部 偶 元 的 表示 矩阵 是 已 知 的 ， 所 以 只 需 再 求 出 奇 元 的 
表示 和 矩阵 即 可 .此 也 说 明 表 示 空 间 是 按 权 分 解 的 . 
设 a 为 实 参 数 ， 奇 元 满足 如 4.5 THANE ЖЗ ЖР 


El, = aE ing. (5.36) 
星 表示 和 矩阵 元 满足 
m ГО ἤν ГО rh I9 m ГО 
Г, Εμ] T} x= а Г, (Eim) D, 
Yn Yn Yn Yn 


(5.37) 

所 以 在 求 星 表示 时 只 须 求 出 生成 元 Е; „м КЗ БЕНИ]. 
从 对 易 关 系 (5.34) 中 (2) 式 可 看 出 ， 生成 元 E; ъп 使 Eny nn 
的 本 征 值 减 1, 且 生 成 元 Ёз ьн, ``, En nt 构成 gl(n, R) 的 [1] RA 


1 
1 0 
WAKE, 分 别 对 应 TEM ‚ 分 量 , 利用 Wigner-Eckart 


1 0 
定理 ， 定 义 约 化 矩阵 元 为 


à Го m ГО 
Г. Ελα] D 
Yn Ya 
1 PITA /mr то 
=( m z| ) (5.38) 
O vim Г, Г, 
_ 1m] T, 
нея giin, R) 约 化 标量 因子 ο a! ) еж Е; πη 
n Ύπ 


矩阵 元 的 问题 简化 为 求 约 化 矩阵 元 的 问题 . 
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m ГО m Го 


Li) Γι) 
E . . 4r JA ZR 
Ύπ-1 Yn—1 
右 作 用 于 反对 易 关 系 


{En n+l; Επι n} = En nt Επι τις 1) 


利用 星 表示 条 件 ， 代 入 gl(n, R) 的 CG 系数 ， 取 相 因子 使 约 化 矩阵 
元 为 实 ， 可 得 约 化 矩 阵 元 满足 的 齐 次 方程 


(Ja pepe) 
T(t, 7) F(t) ГА(%, ]) I) 
Мн —Zzja + 1)(zi за ου E їй Г? 
|=: 一 zin| TA (š) I 
ο, ΤῸ η po 
πο Ε РИ! 
Tali) Г, 
(5.39) 
rh ГО № Го 
Г.(2,] Г, 
ажа ( 53) ML 
Ina(i-1,j—-1) Dya(i-1,j-1) 
Ύπ-1 Yn-1 


用 于 反对 易 关 系 {En п+1› E, +1} = 0, 代入 gi(n, R) CG 系数 ， 可 
得 约 化 矩阵 元 满足 的 齐 次 方程 
m Го 
Pn) 
In 
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__ τω аа ЫШ быт nn) 
(Zin — Zin — 1) Tn li, I) Г.(3) 
(55 ΠΩ (5.40) 
Χ . . 

Talj) I 
rh Го "I, 
Di?) Г, 

从 左 和 右 分 别 以 - - 作用 于 
D. (G —1)2) Γεν ι((ὲ-- 1923) 
Ύπ--1 Yn-1 


反对 易 关 系 {En п+1› En n41] 一 0， 代入 gl(n, R) CG 系数 ， 可 得 约 
化 矩阵 元 满足 的 齐 次 方程 


th Го ἣν Го th Го E ἤν Го -o (вар 
Talè) Dali) T, (i) r / 7 | 
rh ГО № Го . 
s ( T.) Г, ) om, A 
№ ГО mr \ | 0 65.41) 
ΓΤ. (ë) n] | 


(5.39),(5.40),(5.41) 包含 所 有 独立 的 齐 次 方程 . 从 (5.39) ЯП (5.40) 


可 以 解 出 
( m ГО з ГО у 
Г„(%, 7) D) 
"ED ea [^y 
С (mij) \ Tali) Dni (5.42) 
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№ Го т Го 
Г, In 
从 左 和 右 分 别 以 P 和 P 作用 于 反对 易 关 系 
n—1 τι-1 
Yn-1 Yn-1 


(E, nth En+1 n] = Enn + En+1 τι 1} 可 得 约 化 矩阵 元 满足 的 非 齐 
次 方程 
Mm Го № ГО \? 
(nm T; `) 
n № Го № Го A? 
-2z jn — Tin — = Γη |") 


— 0 一 一 > --. 
(Sa, Y заь + h н). (5.43) 


9=2 


h го αι T? 
从 左 和 右 分 别 以 ( 、 7h | 和 | 7» 作用 于 反 
ali- |” | hali- 
Yn-1 Yn-1 


对 易 关系 {En nti) Ent n} = Ean + Ent n+l» 3 可 得 约 化 矩阵 元 
满足 的 另 一 非 齐 次 方程 
№ I9? 
"|z 
Г, 


Lin Tin — 1 (тт 
r,ü) 
^ ΡΝ 2 
+ 1 (a E mre 
Tin — Tin Г, (2) T, 
Zin —Tin—2 ( 


(zjn — Tin—1)(zjn— zin —1) I 


Tin — Tin 


] 
Me 


Ë πο ) 


ο. Sarn +- n). (5.44) 


lI 


ере 7 


j 


+ 
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H (5.43) 和 (5.44) 可 以 解 出 


(s [ 
"TE 
L, (2) I 
n 1 (T mr ) 
CER lN τι | LIC) 


1 Í - А 
ΠΡ 29 „ – У sete rhone). 
(5.45) 


k=1 q=1 


A (5.45) 是 约 化 矩阵 元 的 递 推 关 系 ， 它 包含 (5.43) 和 (5.44) 的 结 
RR. 

KI, = ГО, 此 对 应 于 最 高 权 态 ， Ene 的 本 征 值 为 №, 注 
意 到 D2(—5) 的 Ενα =a 本 征 值 为 m + 1, 这 不 可 能 出 现 ， 故 从 递 
推 关 系 可 得 


M ГО 
TR (8) 


反复 利用 (5.42), 用 数学 归纳 法 可 以 得 出 当 αἱ = 22, Bf, 


Cs |^ 
Ii) 
(5.47) 

M rin σον BF, H (5.41!) 可 得 上 约 化 矩阵 元 平方 为 0. 这 样 就 决 
定 了 约 化 矩阵 元 的 平方 . 在 约 化 矩阵 元 为 实时 , 仍 有 正 负 号 需要 确 
定 ， 相 因子 正 负 号 的 规定 ， 需 要 满足 齐 次 方程 (5.39) 和 (5.40). 

给 定 实 参 数 a 的 正 负 号 ， 式 (5.47) 也 给 出 星 表示 的 条 件 . 24 
a > 0 时 ， 星 表示 要 求 对 全 部 i, 满足 29, +m -—n+12>0, 4a<0 
时 ， 星 表示 要 求 对 全 部 E αὐ, tm—n+1<0. 


> P'O 
т I? 


2 
1 A 
ro ) = (za th — n +1). (5.46) 
n 


2 n 
Th Го ) _ 1б» ар) ο +í — n +1) 
im ` 


T, са ID. (2, — xo n) 
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例如 不 可 约 表示 (πι, [0]), 其 约 化 矩阵 元 可 以 取 为 
№ [0] № [0] iva 
(* [1] iu [0] )- 
rh [0] № [0]  /1 ες 
n f^] n ) = yi VETED, 
其 中 i= 1,---,n, 当 mfi- 1 ву, (r^, [0]) 是 pl(n,1) 的 2" 维 典 
型 不 可 约 表示 . Mm = i- 18, (m,|0]) 是 pl(n,1) 非典 型 不 可 约 


表示 . 
例如 不 可 约 表示 (m, [1]), 其 约 化 矩阵 元 可 以 取 为 


(oa lele 


(5.48) 


Е үер), 


[1—1] 


ο eE ва 
ολο... 


其 中 前 两 式 i= 2 n, Ж=1=2,...,п-2. 4 їй 5 1—1 Bj, 
(5, Ш) 是 pl(n, 1) RMA TAR. Sh =i 104, (ALI) 
是 pl(n,1) 非典 型 不 可 约 表示 . Я 

设 a 为 实 参数 ， 奇 元 满足 如 4.5 УТА BO Dr (o ЖЕЕ Ж 


Eja = —aEi m- (5.50) 


Br ACE CRAB PE oc E 
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rh Го mre 
Γι |Επηι| In 
^n Yn 
m Го т ΓΩ ` 
=(-) (Wa ( ΓΙ [Esa | In). (5.51) 
Yn Yn 


所 以 在 求 阶 化 星 表示 时 也 只 须 求 出 生成 元 Bi wn WERE. 再 
用 Einm 的 不 可 约 张 量 性 质 ， 也 只 要 求 出 其 约 化 矩阵 元 即 可 . 


用 阶 化 星 表 示 和 矩阵 元 满足 的 条 件 (5.51), 可 得 齐 次 方程 (5.39) 


变 为 
(S MATE m) 
D. (i, 3) F(t) / VT,G,j) Γι) 
(Zin — Lin + 1)(£in — Zin — 1) (т m I9 
[Lin — tjl I; ғ |". `) 


(re E e) (5.52) 
x . . ， 
r,ü) 


齐 次 方程 (5.40) 和 (5.41) RÆ. 从 (5.52) 和 (5.40) 可 以 解 出 


(mp F πο ) 
= Lin = tn 71) v n 
(Zin — Όρη) Г„(%) 


e) 


(5.53) 


同样 可 以 得 到 非 齐 次 方程 并 解 出 递 推 关系 
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Lin — Tin — 1 IA 


_ 1 (nn 


2 
^ Ρο 
E| ^ 
Г.(–3) 
1 п п 
+ (—)%* T= 2 fec metro nil 
= q= 


(5.54) 
同 求 星 表示 一 样 ， 从 Г, = Ге 开始 ， 可 求 出 


т, Го 
Γη) 


用 数学 归纳 法 ， 当 zi = 22, 时 ， 可 得 出 
mr mN? 
(Τῷ r, ) 

1 ID. (27, — pn) 


= (-)des (Ma) Lipsii in ποπ μή. n+ D). 
5a IPS, ~ 290)! 


2 
1 
) = (—)%°® (9) 2 (ad, +h — n +1). (5.55) 


m ГО 
I? 


(5.56) 


同样 ri 4 Aco, bF, 也 得 上 约 化 矩阵 元 平方 为 0. ЕВА Г, 与 D) 
的 阶 不 一 样 ， 不 论 实 参数 a 为 正 或 为 负 ， 只 有 满足 条 件 20, +h — 
n +1 = 0, 才 可 能 是 阶 化 星 表 示 . 所 以 阶 化 星 表示 都 是 非典 型 表 
LP 

从 pl(n,1) 的 星 表 示 和 阶 化 星 表 示 可 以 诱导 出 si(n, 1) 的 星 
表示 和 阶 化 星 表 示 . 取 a = 1, 从 sli(n,1) 的 星 表 示 ， 可 以 诱导 出 
ви(п/1) 的 不 可 约 星 表示 . 

类 似 地 ， su(m,n) 的 不 可 约 表示 可 以 从 pl(m, n, R) 的 不 可 约 
表示 诱导 得 出 ， 在 外 中 ， 用 群 链 pl(m,n, В) о gl(m, R) Φ gl(n, R) 
来 描述 pl(m,n, R) 不 可 约 表 示 空 间 的 基 ， 其 偶 元 р(т,п, R)s = 
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gl(m, R) @gl(n, R) 的 表示 是 已 知 的 ， 而 其 奇 元 pl(m, n, В) 可 以 分 
为 
Е, mv t= 1,---,m, r= 1-7-7, 


Em+r ty t=1,.…,m, ?=1,.…,n, 


Е, mtr 是 gl(m) {ἢ [1] 秩 不 可 约 张 量 , 是 gl(n) 的 [1"- 直 秩 不 可 约 张 
E, 而 Emer + gl(m) 的 [1^ 秩 不 可 约 张 量 , 是 gilin) 的 [1] BA 
TAKE. 若 限 于 求 星 表 示 , 利用 奇 元 间 反 对 易 关 系 和 gl (m), gl(n) 
的 约 化 系数 ， 可 以 得 到 奇 元 约 化 矩阵 元 满足 的 方程 ， 这 种 方法 ， 由 
于 群 链 pl(m,n, R) D 9(т, R) Θ gl(n, R) 描述 pl(m,n, R) 不 可 约 表 
示 空 间 是 不 完全 的 ， 存 在 大 量 简 并 量子 数 ， 所 以 除 一 些 简 单 表示 
外 ， 并 不 能 唯一 解 出 所 有 的 不 可 约 星 表示 . 
陈 金 全 提出 用 群 链 


pl(m,n, R) D pl(m,n — 1, R) 2... D pl(m,1, R) 


来 分 类 不 可 约 表示 空间 的 基 ， 这 种 对 不 可 约 表示 空间 基 的 标记 是 
完全 的 . 利用 已 知 pl(m, 1, R) 的 不 可 约 星 表 示 ， 再 求 出 pl(m,1, R) 
的 约 化 系数 ， 用 数学 归纳 法 ， 应 该 可 以 求 出 pl(m,n, R) 的 不 可 约 
星 表示 ， 当 然 也 可 以 诱导 出 su(m, n) 的 不 可 约 星 表 示 . 


я з= x R 
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第 六 章 ”转动 不 变 的 全 同 粒 子 体系 波 函 数 


本 章 介绍 在 转动 不 变 条 件 下 ， 全 同 粒子 体系 波 函 数 的 计算 方 
法 . 第 一 节 通 过 简单 实例 提出 问题 ， 第 二 节 讨论 单 角 动量 费 密 子 
的 波 一 数 ， 第 三 节 讨 论 单 角 动量 玻 色 子 的 波 函数 ， 第 四 节 讨论 L-S 
耦合 费 密 子 的 波 函 数 ， 第 五 节 讨 论 含 同位 旋 费 密 子 的 波 函 数 ， 


61 问题 的 提出 


众所周知 中 心力 场 中 全 同 粒子 运动 在 物理 中 起 重要 作用 . A 
子 中 电子 的 运动 , 原子 核 壳 模型 中 质子 与 中 子 的 运动 , 原子 核 相 互 
作用 玻 色 子 模型 中 正 色 子 的 运动 都 是 全 同 粒 子 在 中 心力 场 中 的 运 
5]. 从 30 年 代 起 ， 构 造 全 同 粒子 在 中 心力 场 中 独立 运动 的 波 函 数 
就 是 人 们 关注 的 问题 . 

粒子 在 中 心力 场 中 运动 具有 转动 不 变性 ， 也 就 是 粒子 具有 确 
定 的 角 动 量 . 当 多 个 粒子 在 中 心力 场 中 作 独 立 运动 , 此 多 个 粒子 体 
系 具有 确定 的 总 角 动 量 . 全 同 粒 子 满足 不 可 分 辨 原理 , 全 同 粒子 体 
系 波 函 数 具有 交换 对 称 性 . 在 交换 任 两 个 全 同 粒子 时 ， 费 密 子 体系 
波 函 数 具 有 反对 称 性 , 玻 色 子 体系 波 函数 具有 对 称 性 ， 所 以 说 转动 
不 变性 和 交换 对 称 性 是 构造 波 函数 时 必需 首先 考虑 的 两 个 问题 . 

现 从 一 个 简单 例子 来 讨论 此 问题 ， 设 在 中 心力 场 中 运动 的 全 
同 费 密 子 体系 ， 设 每 个 费 密 子 具有 相同 的 角 动 量 j= 9/2, 和 相同 
的 其 他 量子 数 ， 不 同 的 角 动量 z 方向 投影 可 取 值 为 m = 9/2,7/2, 
7, 79/2. 以 后 将 角 动 量 z 方向 投影 简称 为 投影 . 在 坐标 表象 ， 取 
第 ;个 粒子 的 坐标 为 zi, 略 去 相同 的 量子 数 不 记 ， 把 第 ;个 费 密 子 
投影 为 m; 的 波 函 数 记 为 bn; (αι). 车 体系 有 两 个 费 密 子 ， 通 过 角 
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3JE 38 п] PY 835 НВ 6 SITZ BJ W νά Ἀν Ἂ 


Φα 5 (21,25) = >  %,,(z)é;.,(z2)(9/2 т 9/2 mə|J M), 


(6.1) 
其 中 J 和 M 分 别 表示 体系 的 总 角 动 量 及 其 z 方向 投影 ， a 为 其 
ЖЕТ. МУЗЕЈИМА, J 可 以 取 J =9,8,---,0, 等 
值 . 但 由 CG 系数 对 称 性 知 J = 9,7,…,1, 等 奇数 时 不 满足 交换 对 
称 性 ， 所 以 只 有 当 了 =8,6,---,0, 等 偶数 时 ， 式 (6.1) Тан 
足 转 动 不 变 又 满足 交换 对 称 的 波 函数 . 从 此 也 可 以 看 出 , 用 简单 角 
动量 耦合 的 方法 ， 加 上 CG 系数 的 对 称 性 ， 对 只 有 两 个 全 同 粒 子 
的 体系 ， 比 较 容易 得 出 其 总 角 动 量 的 可 取 值 和 波 函 数 . 
当 体 系 有 三 个 费 密 子 时 ， 求 总 角 动 量 的 可 取 值 和 波 函 数 问题 
就 不 那么 简单 . 仍 考虑 单个 粒子 角 动 量 为 9/2, 用 Slater 行列 式 可 
以 得 到 满足 交换 对 称 的 波 函 数 ， 


Pmi ma та (21,12,13) = У [—)” Рф, (21) Gma (09) rm (25) 


P 
Om, (zi) фт, (z2) Pm, (23) 
= V3! Pm (ту) фм (22) Pm: (x3) А 


pma (21) bms(X2) Pm, (x3) 
(6.2) 


其 中 P Ж zh za,zs NERA. Ш (6.2) 式 给 出 的 波 函 数 满足 
交换 对 称 性 ,并 且 还 是 角 动 量 投影 的 本 征 函 数 , 因 体系 的 总 角 动 量 
算 符 为 此 三 个 粒子 角 动 量 之 和 ， 即 


3 
Jo = J, = LE), 
k=1 


3 
Ја = (Js +iJ,)/ V2 = Y Ja (b), 
k=1 


RA 
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Jo Om, m, та(21, 229,23) = (πει + ma + m3)Bm mz ma (21, 22,23). 
І (6.3) 
已 知 费 密 子 体系 要 满足 泡 利 不 相 容 原理 ， 不 失 一 般 性 ， 可 取 m1 > 
ma > ms. 三 个 角 动 量 为 9/2 的 体系 ， 总 角 动 量 投影 M 取 固 定 值 
Bf, mi,ma,ms, 的 可 取 值 由 表 6.1 给 出 . 已 知 在 总 角 动 量 为 了 时 ， 
投影 可 取 MM = 外 J 一 1,.…, 一 J SA, 由 表 6.1 可 看 出 ， J 可 取 
J = 21/2,17/2,15/2, 13/2, 11/2,(9/2)2,.... 


表 6.1 (9/2? 总 角 动量 投影 MH 禽 mmz m AA 


M 21/2 19/2 17/2 15/2 

mi 9/2 9/2 9/2 9/2 9/2 9/2 7/2 

ma 7/2 7/2 7/2 5/2 7/2 5/2 5/2 

ma 5/2 3/2 1/2 3/2 A/2 1⁄2 3/2 
M 13/2 11/2 
mı 9/2 9/2 9/2 7/2 9/2 9/2 9/2 7/2 1/2 
ma 7/2 5/2 3⁄2 5/2 7/2 5/2 3⁄2 5/2 3/2 
тз | -3/2 4/2 1⁄2 1⁄2 -/2 8/2 A/2 4/2 1/2 


9/2 

my 9/2 9/2 9/2 9/2 7/2 7/2 5/2 
7/2 5/2 3/2 1/2 5/2 3/2 3/2 

了 /2 6/2 8/2 Aj2 -3/2 3⁄2 1/2 


但 式 (6.2) 给 出 的 却 不 是 总 角 动 量 J? 的 本 征 函 数 ， 因 此 不 满 
足 转动 不 变性 . 设 |(9/2)? а J M) 为 既 满 足 交换 对 称 又 满足 转动 不 
变 的 正 交 归 一 波 函 数 ， 其 中 J, M 分 别 为 体系 的 总 角 动 量 及 投影 ， 
o 为 其 他 附加 量子 数 ， 由 于 式 (62) 给 出 的 波 函 数 具有 确定 的 角 动 
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量 投影 ， 所 以 波 函数 (21,22, z3|(9/2) o J M) 可 以 用 它 展 开 ， 


(£1, 22, 23|(9/2)? a J М) 
= У Фм, m mtu 22,25) (mi ma msla J M), (64) 


mma m2, m3 


其 中 M = m +m + ms. 若 求 出 了 展开 系数 (m mo mla J M), 
也 就 求 出 了 所 需 的 波 函 数 . 可 以 通过 .及 1 (6.4) 式 的 作用 ， 并 利 
用 归 一 化 条 件 来 求 展开 系数 . 

例如 对 J = M = 21/2, 唯一 对 应 于 mi = 9/2, m, = 7/2, 
тз = 5/2 WAS. 式 (6.4) 的 展开 只 有 一 项 ,利用 波 函 数 的 正 交 归 一 
性 可 得 


(1,22, 23|(9/2)? α 21/2 21/2) = 9/2 7/2 5/2(21, 22, 23). 
从 上 波 函 数 出 发 ， 通 过 J- 对 波 函 数 的 逐次 作用 ， 可 以 得 到 
J = 21/2, М =19/2,17/2,... 的 波 函 数 ， 


(71,22, 23|(9/2)? а 21/2 19/2) — Фә з 7/2 з/2(21, T2, £3), 
(21,22,23|(9/2)? а 21/2 17/2) 
= y 2/599» 5/2 3/2(£1, 22,23) + V 3/599, 7/2 1/9 (21, £2, 23), 


对 J = М = 19/2 HA, A (6.4) 的 展开 也 只 有 一 项 ， 用 Ju 对 其 
作用 有 
J41(21,22, 23|(9/2)? a 19/2 19/2) 
= =y 21/289/2 7/2 s/2(21, 22, 23) (9/2 7/2 3/2|α 19/2 19/2) 
= 0, 


所 以 (9/2 7/2 3/2|α 19/2 19/2) = 0, 因此 不 存在 J = 19/2 的 态 . 
对 了 = M =17/2 的 态 ， 式 (6.4) 的 展开 有 两 项 ， 用 J. 对 其 作用 
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# 
Јл (21,22,23|(9/2)° а 17/2 17/2) 
= —V120s,, 1/2 3/2(£1, 22,23) (9/2 7/2 1/2|α 17/2 17/2) 
— У8Фез 7/2 3/1 (21, 12,73) (9/2 5/2 3/2|а 17/2 17/2) 
= 0, 


可 得 
(9/2 5/2 3/2|α 17/2 17/2) = —/3/2(9/2 7/2 1/2|o 17/2 17/2), 


再 利用 正 交 归 一 条 件 可 得 


(zi, z2, x3|(9/2)3 α 17/2 17/2) 
= — v 9/505, 5/2 3 j2(21, £2, £3) + /2/599/2 7/2 1/2(21, 22,23). 


从 上 式 出 发 , 通过 J- 对 波 函 数 的 逐次 作用 , 也 可 以 得 到 J = 17/2, 
М = 15/2,--- 的 波 函 数 . 

显然 上 面 的 做 法 ,不仅 适用 于 费 密 子 ， 也 适用 于 玻 色 子 ; 不 仅 
适用 于 j = 9/2, 也 适用 于 其 他 j, 不 仅 适 用 于 有 三 个 全 辣 粒子 的 体 
系 ， 也 适用 于 有 更 多 全 同 粒子 的 体系 .这 就 是 通常 说 的 m-scheme 
方法 ， m-scheme 方法 容易 为 人 接受 ， 也 容易 写成 计算 程序 以 备 应 
Н. 但 对 单 粒 子 角 动 量 大 ， 粒 子 数 多 的 全 同 粒 子 体系 ， 因 为 同一 总 
角 动 量 和 投影 的 态 含 组 态 数 过 大 ， 实 现 波 函 数 的 具体 计算 是 相当 
困难 的 ， 

仍 考虑 单个 粒子 角 动 量 为 j 的 三 个 全 同 费 密 子 体系 ， 用 角 动 
量 耦 合 可 以 得 到 具有 确定 总 角 动 量 为 J, 投影 为 M 的 波 函 数 ， 但 
不 满足 交换 对 称 ， 这 些 波 函 数组 成 一 个 比 物理 空间 大 的 超 完备 空 
间 ， 满 足 交 换 对 称 的 物理 空间 波 函数 可 以 从 这 超 完 备 空间 中 投影 
出 来 . 

为 解决 这 问题 ， 先 考虑 三 个 全 同 粒子 分 别处 于 不 同 角 动 量 九 ， 
juj. 的 态 上 ， 当 第 一 ， 第 二 ， 第 三 个 粒子 分 别处 于 ja л, je 时 ， 
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记 第 一 和 第 二 个 粒子 耦合 成 角 动 量 Л, ie 与 第 三 个 粒子 再 耦合 
成 总 角 动 量 J, 投影 М 的 波 函 数 为 p((j.(1) 2(2))Ji 2, 3. (3), J M). 
用 交换 算 符 > p(-)PP PERM, TARAKA 
уа, њаљ, 38) ЈМ)+%((3а(2)3(3)) J2, je(1), J M) 
+((Ja(3) 3(1)), 3(2), J М) — ((7.(2) 3(1)),3(3), J M) 


-(Ga(3) jo(2)) Ja, jc (1), J M)—((ja (1) 3(3))J2, je(2), J M)}. 
| (6.5) 


4 Ja = jb = j Ф је Rf, X (6.5) 的 波 函 数 变 为 
C(v(G7(02))J5,3«(3), J M) + (2 (23))J5, 3. (1), J M) 
— 9(G*(3))J2,3.(2), 7 M)), (6.6) 


其 中 C 为 归 一 化 常数 ， 兄 =02,…… 27 一 1 ЕЖ. 5 ja = h = 
jc = 了 时 ， 由 三 个 角 动 量 重 耦 合 Wigner 6j 系数 (1.101) 及 CG Ж 
数 对 称 性 ， 可 得 


v(G?(23))J5, j), J M) 
J2 7 j Л 
= 2 一 ) σπτηξπτη(’ mn ) 
x c (2))1,3(3), J M), 
v(G?(13))5, 3(2),Ј M) 


= (hits Grrr 7 7 a 


FA j J J 
x ((9?(12))Ji, (3), J M). 
将 (6.7) 代入 (6.6), 可 得 满足 交换 对 称 的 波 函 数 
VG? J M) 


=C У) |8 2/27, TI + ИИ j | 


A-B J 


(6.7) 
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x1((0?02)),, 3(3), J M). (6.8) 


其 中 二 体 波 函数 v(G?(12))) 在 J, 为 偶 时 ， 是 满足 转动 不 变 和 交 
换 对 称 的 波 函 数 ， 可 称 为 母 态 . 将 其 再 与 一 个 粒子 的 波 函 数 耦合 成 
具有 确定 角 动 量 的 波 函 数 (7 (12)) 1,303), J М), 此 波 函 数 不 满 
足 交换 对 称 ， 它 们 构成 超 完 备 空间 . 对 超 完备 空间 进行 投影 ， 即 可 
得 到 满足 交换 对 称 的 物理 波 函 数 ， 代入 归 一 化 常数 ， 式 (6.8) PR 
数 


(P J Μη αι) j J) = 8. M2 (οἱ) ; J) 
δα, + 2 Л + DOJ + Df? ñ ñ. 


5+eC7+D1 É jj (6.9) 
2 


KA EE St KH (coefficients of fractional parentage), 简称 为 СЕР A 
Ж. 它们 与 角 动 量 的 投影 无 关 , ΗΤΈ ΙΕΡΗ ER, ВТ 
不 是 么 正 变换 ， 这 也 就 是 用 符号 | BRS | 的 原因 . 

这 种 求 转动 不 变 全 同 粒 子 体 系 波 函 数 方法 ， 早 年 由 Bacher, 
Goudsmit 和 Racah 提出 ， 称 为 J-T scheme 方法 ， 将 已 知 的 n 一 1 
个 粒子 的 波 函 数 与 第 ”个 粒子 的 波 函 数 耦 合成 具有 确定 角 动 量 的 
波 函 数 ， 经 交换 对 称 算 符 的 作用 ， 投 影 出 n 个 全 同 粒子 体系 的 转 
动 不 变 的 波 函 数 . 这 是 一 种 递 推 的 方法 ， Redmond 给 出 CFP 满 
足下 递 推 关 系 


n(g"(eo Jo)JD ^^! (ao Jo) j J) G^ (ao Jo) IPI" (ол Л) j J) 


az ; 
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Àj Al... u | 
х { ? . I ) ("7 αρ ЫН" (ας J2) j Jo) 
J J Jo 


x G" ay Jii"? (a2 Ja) j Л), (6.10) 


其 中 00,01, 02 表示 其 他 附加 量子 数 . 许多 程序 都 用 此 递 推 关 系 来 
实现 波 函 数 的 计算 . 但 此 递 推 关 系 计算 出 的 波 函 数 除 角 动 量 外 ,不 
能 直接 给 出 其 他 有 重要 物理 意义 的 量子 数 ， 比 如 在 原子 核 中 反映 
对 关联 的 辛 弱 数 (seniority).Bayman, Lande 和 Ginocchio 提出 将 由 
X (6.10) 计算 出 的 波 函数 ， 再 对 SO(27 + 1) 群 的 Casimir 算 子 对 
角 化 ， 从 而 求 出 具有 辛 弱 数 的 费 密 子 体系 转动 不 变 的 波 函 数 . 

显然 用 粒子 数 表 象 求 满足 交换 对 称 的 波 函 数 更 为 方便 ， 仍 考 
虑 具有 角 动 量 j, 投影 m 的 费 密 子 体系 ， 取 oj najm 分 别 为 粒子 
的 产生 和 漆 没 算 符 ，|0) 为 真空 态 , 记 n 个 粒子 具有 和 角 动 量 及 投影 
为 了 和 M WAA Ino J M), a 为 其 他 附加 量子 数 ， 则 单 粒子 态 
为 

|La j m) = а} ,,0), 


两 个 粒子 态 为 
2a J M) = γα, 


其 中 
(alat) = у) (j mi j mel J M)! ma} ma 

EAST ETRE S b Kk, δα S E EAE J 
及 投影 M 的 算 符 . 此 算 符 作用 于 真空 态 ， 得 到 既 满 足 转动 不 变 又 
满足 交换 对 称 的 态 . 

推广 这 种 方法 ， 将 ”个 粒子 耦合 成 具有 确定 总 角 动 量 J 和 投 
É M 的 算 符 Z(no J M), WJ Z(n a J M)|0) 是 nn 个 粒子 既 满 足 转 
动 不 变 又 满足 交换 对 称 的 正 交 归 一 态 . 但 这 并 不 是 说 这 样 可 以 避 
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& СЕР 系数 的 计算 ， 恰 恰 相 反 ， 这 时 态 的 归 一 化 常数 与 СЕР Ж 
数 有 关 . 

设 n 一 1 个 粒子 的 产生 算 符 Z(n ~ 1 a J М) пя, n +E 
子 的 态 为 [n a J М), 注意 产生 算 符 是 转动 群 SO) 的 了 秩 不 可 约 
张 量 ， 有 


("а Jp i") a! j J’) 
= (na J M|y/1/n(alZ(n — 1 a J"))30) 
= \/1/п(п a Jlatlln — 1 o^ J’), (6.11) 
其 中 (na Лап — 1 a^ J’) Hal, 的 约 化 矩阵 元 ， 可 取 相 因子 使 
其 为 实 ， 体 系 的 总 粒子 数 算 符 为 Y. al μα; πι, 则 有 
(пе JM|Y a) ια; moe J M) =n 
= (т a Jllal||n — 1 o^ Jy? 


a’ J' 


=Y Vai? a IG" α j J'n a J MI(alZ(n-1 o J'))},|0). 
al J' 


所 以 
Z(na J M) 


- "E > G^ a Л" αἱ j J'(alZ(n — 1 a J'y. 
at (6.12) 

A (6.12) 给 出 由 ”一 1 个 粒子 的 算 符 Z(n — 1 = J' M") AR n 个 粒 

THER Z(n a J M) 时 ， 其 归 一 化 常数 与 СЕР 系数 的 关系 . 

用 粒子 数 表 和 象 方 法 ， 把 求 СЕР 系数 的 问题 变 成 求 产 生 算 符 的 
AW sci, 给 计算 带 来 许多 方便 , 并 且 可 以 推广 到 带 有 其 他 
矢量 量子 数 ， 如 自 旋 ， 同 位 旋 等 情况 . Zwart 的 GENESIS 程序 就 
基本 是 按 这 样 办 法 写 的 . 下 面 我 们 也 将 采用 粒子 数 表象 来 讨论 不 
同 的 全 同 粒子 体系 波 函 数 问 题 . 
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62 ΙΕ $ w + BJ 8 δ 


单 角 动 量 费 密 子 的 СЕР 系数 ， 原 则 上 可 由 (6.10) 式 递 推 求 
H, GENESIS 程序 也 是 按 此 写 的 . 但 实际 计算 中 ， 因 为 超 完 备 空 
间 中 存在 许多 线性 相关 的 态 ， 过 大 的 含 入 误差 常 使 计算 不 能 正常 
进行 . 加 上 (610) 不 显 含 辛 弱 数 ， 这 不 仅 加 大 计算 量 , 也 使 含 入 误 
差 问题 更 为 突出 . 另外 在 计算 程序 中 ,并 没有 事先 给 出 重复 度 ， 这 
自然 也 不 利于 控制 舍 入 误差 . 以 下 将 按 李 代 数 链 分 类 波 函 数 ， 李 
REEMA, СЕР 系数 的 因子 化 和 显 含 辛 弱 数 的 递 推 关系 等 方 
面 ， 讨 论 并 解决 这 些 问题 ， 
6.2.1 “ 李 代 数 链 分 类 波 函 数 

将 具有 角 动 量 7, 投影 m 的 费 密 子 产 生 算 符 和 淹没 算 符 简 写 为 
al n = al, aj m = am. 它们 满足 下 反对 易 关系 ， 


am 


КО (039) 


体系 的 总 角 动 量 算 符 为 
Jo = та, ањ, 


J+1 = Sy (j x m)G +m + 1)/2á] лам, 


m 


(6.14) 


Jo, Ja 是 空间 转动 代数 so(3) 的 生成 元 . 体系 转动 不 变 ， 就 是 要 在 
so(3) 的 一 个 不 可 约 表示 空间 中 变 ， 即 具有 确定 的 总 角 动 量 J. 
ER N = 27+1, 具有 确定 角 动 量 j 的 全 同 费 密 子 体系 的 巨 希 耳 
伯 特 (grand Hilbert) 空间 由 算 符 
alas —1/2, at, am, 
al at al; атау, ala, 


m,m' = 9,9 一 1 一 沪 m Z m, (6.15) 
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生成 ， 它 们 构成 李 代 数 so(2N + 1) 的 生成 元 ， 其 Cartan 子 代数 的 
基 为 H,-—alhlasQ—1/2mc-jj-1,-,—j. RERBF EAE 
伯 特 空间 的 是 зо(2 + 1) 的 (1/2, 1/2, ---,1/2) = (1/27) 不 可 约 表 
示 ， 其 最 高 权 态 是 每 一 个 磁 量 子 数 上 有 一 个 粒子 . 

so(2N + 1) 有 子 代数 so(2N), 其 生成 元 为 


al am — 1/2, 
al al, , amam! , af аљ , 
m,m = j,j —1,.…,—), m Ф m. (6.16) 


即 除了 单个 粒子 的 产生 和 淹没 算 符 之 外 ， 包 含 so(2N + 1) 的 全 部 
生成 元 , 其 cartan 子 代 数 基 与 so(2N +1) 一 样 . 所 以 有 偶数 个 粒子 
的 态 与 有 奇数 个 粒子 的 态 ， 在 so(2N) 的 作用 下 ， 不 会 相互 转化 . 
不 可 约 表示 (1/2)N) 给 出 有 偶数 个 粒子 的 巨 希 耳 伯 特 空间 ， 不 可 
约 表示 (1/2071, —1/2) 给 出 有 奇数 个 粒子 的 巨 希 耳 伯 特 空间 . 
so(2N + 1) D so(2N) 的 约 化 规则 为 


((1/2)") = ((1/2)") e (1/2), -1/2). (6.17) 


保持 粒子 数 守恒 的 最 大 李 代 数 为 u( 和 N). u(N) 的 Cartan 子 代 
数 基 为 Hm = alam, т = 7 一 1 一 其 他 生成 元 为 af аһ, 
其 中 m,m = ),)—1,+-,—-у,т Em. 具有 7 个 粒子 的 空间 构成 
u(N) 的 一 个 不 可 约 表示 空间 ， 用 最 高 权 [1^] 标记 此 不 可 约 表 示 . 

为 了 以 后 写 转动 不 变 的 形式 方便 ， 常 将 uN) 的 生成 元 写成 
so(3) 的 不 可 约 张 量 形式 ， 由 al, 与 so(3) 生成 元 的 对 易 关 系 可 以 
ἘΠῚ, al, 是 so(3) 的 j 秩 不 可 约 张 量 ， 而 am 却 不 是 so(3) 的 不 
WAKE. 可 以 证 明 an = (—)it"a_, 是 so(3) 的 j 秩 不 可 约 张 
量 ， 所 以 在 写 不 可 约 张 量 形式 时 ， 总 用 åm 代替 a-m. u( N) 生成 元 
的 不 可 约 张 量 形式 为 


(afa) = У G m j πι] φ)αί, ἄν», 


mm! 
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k-0,1,-,2j q=k,k—-1,---,-k. (6.18) 


它们 满足 下 对 易 关 系 
[(ata)k, (αἰα)Σ.] = /(2k + 1)(2k +1) 


PX q'|k" ШЕ k k Й Je creat 
(6.19) 

记 йу = У), akan 为 体系 的 总 费 密 子 数 算 符 ， 则 (αἰῶ = 
А ГМ. ñr 可 看 作 是 щ1)„ 的 生成 元 ，u(N) = u(1) Ө su(N). 在 
等 价 原则 下 ， su(N) 的 不 可 约 表 示 也 用 [1] 标记 ,但 DN] 与 [0] 
Eft. su(N) 是 so(2N) 保持 粒子 数 守恒 的 子 代 数 . 

由 对 易 关 系 (6.19) 可 以 看 出 ， 当 上 = 1,3,---,2) 等 奇数 时 ， 
(ata)k 构成 su(N) 的 子 代数 ， 用 


(ala) -; > (j m j m'|k q)(al Gm + at iss), 


WBA Җ Ж oc їй HERR TE 5 
Em m = al üm + а} ἄγῃ. 


由 此 可 看 出 此 为 李 代 数 sp(N). 其 Cartan 子 代数 的 基 为 Н. = 
(tnm -m = alam — a Gm, m = jj —1,---,1/2. 34 m 
M-m 态 上 各 有 一 个 粒子 并 耦合 成 零 角 动量 时 ， 称 为 一 对 粒子 . 
Hm 是 投影 为 m 的 粒子 数 减 去 投影 为 -m 的 粒子 数 ， 而 sp(N) 的 
生成 元 不 会 变 成 对 的 粒子 为 不 成 对 的 粒子 ， 并 且 最 高 权 态 角 动 量 
与 其 投影 相等 ， 所 以 sp(N) 的 不 可 约 表示 (17) 对 应 有 v 个 不 成 对 
粒子 的 态 ， 量 子 数 ν 称 为 辛 弱 数 ， 是 描述 对 关联 的 重要 量子 数 . 
设 Pt, P 分别 为 对 产生 和 对 漂 没 算 符 ， 


pt = atat, p= ү aa, (6.202) 
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so(2N) 还 有 子 代 数 su(2),, 其 生成 元 为 Qo; δει, 


N 1 1 
= LÁ, _1 =P, 
9o 4 2% 9473 (6.20b) 
@+ = çP, 
满足 su(2) 对 易 关 系 
[Qo, ©+1] = #+©+‹, 
[Q i, Q1] = -Qo. 


su(2), 称 为 准 自 旋 (quasispin) 代数 . sp(N) WERTE su(2), 的 
生成 元 是 对 易 的 ， 所 以 sp(N) 是 su(2), 不 变 的 . 


A,(N t 1-—fy) 
2N 


A; (N42—5,)/2- PTP— 


У os, C (e 9$, 


Qo = N/A- #;/2, | 
° ' до(до +1) - 5 PtP 


Q- = Р!/2 Q41 = P/2 


描述 转动 不 变 的 单 角 动量 费 密 子 体系 的 群 链 ， 也 即 是 其 相应 
的 李 代 数 链 ， 可 以 归纳 为 以 下 两 条 : 


so(2N + 1) 5 so(2N) 5 su(N) 5 sp(N) 5 so(3), (6.21) 
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so(2N + 1) D so(2N) D sp(N) @ su(2), D so(3) @ su(2),. (6.22) 


由 于 在 原子 分 子 和 原子 核 等 物理 问题 中 , 粒子 数 是 固定 的 ， 对 粒子 
数 确 定 的 态 ， 常 用 wN) Ὁ sp(N) 2 so(3) 链 来 分 类 波 函 数 ， 表 6.2 
给 出 此 链 中 每 个 李 代 数 的 生成 元 , 不 变量 和 不 可 约 表示 标记 ,其 中 
除 u(N) 的 不 变量 Л, 之 外 ， 其 余 均 为 Casimir HF. 

波 函 数 可 以 写 为 [n u a J M), 其 中 M 是 J 的 投影 量子 数 ， 
a 是 附加 量子 数 ， 用 来 反映 sp(N) 2 so(3) 是 非 简 单 约 化 的 . 


6.22 FRERE 


Xf (М) 的 不 可 约 表示 [1°], 按 李 代数 链 u(N) 2 sp(N) 约 化 ， 

BB [17] = eG, (1"). Ж no = min(n, N – n), 有 
u=mn,no—2,::: 0, n= f, (6.23) 
v = no, no- 2,:::,1, πς 8. 

只 要 再 求 出 sp(N) 5 so(3) 的 约 化 ， 则 求 出 了 波 函 数 所 需 的 全 
部 约 化 规则 ， 此 处 采用 先 求 u(N) 2 so(3) 的 约 化 规则 ， 再 利用 已 
知 的 u(N) D sp(N) 约 化 规则 ， 求 出 sp(N) 5 so(3) 的 约 化 规则 . 

u(N) 的 Cartan 子 代数 的 基 为 alaj,al. 1851, a} jaj, 在 
其 不 可 约 表 示 [n] SH, An 个 粒子 在 不 同 投影 量子 数 jj- 
1,.…, 一 7 的 态 上 填充 ， 一 种 填充 方式 给 出 一 次 一 定 的 角 动 量 投影 
M, 即 给 出 so(3) 表示 的 一 个 权 ， 有 的 M 会 出 现 多 次 , 注意 到 费 密 
子 满足 泡 利 不 相 容 原理 ， 不 失 一 般 性 可 规定 m1 > ma > … > т. 
[1°] 对 应 的 M 最 大 值 为 M = je 71) n), 此 时 对 应 唯 
一 的 填充 方式 为 mi = j,mo = j-1, 7nn = j-n«1. 所 以 [17] & 
含 的 最 大 角 动 量 即 为 M. 而 角 动量 J 有 投影 M = J,J-1,---,-J, 
从 所 有 的 M 量子 数 中 减 去 M.M —1,---,—М, 剩余 的 最 大 的 M 
量子 数 又 对 应 次 大 的 角 动 量 . 如 此 类 推 , 可 以 逐步 求 出 所 有 可 能 的 
Ams. 上 节 (9/2? 包含 的 所 有 可 能 填充 由 表 6.1 给 出 ,其 包含 的 
角 动 量 正 是 用 此 法 得 出 的 . 
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以 PE) 表 投影 为 M = M — £ 时 可 能 有 的 填充 方式 的 数目 . 
如 果 Ρ(6), P(€ —1) 已 知 ， 则 w(N) 的 [1^] 表示 包含 J= M — ff 
BAH pin, J) = Ρ(6) — PE- 1). 每 一 种 填充 方式 对 应 的 各 个 粒 
TEREXj-»2(0-1-&»--»G-n-1-&, FY 


E = Er HE2 +: En, (6.24a) 
XB 
2647312: 26 26 20. (6.24b) 
单个 粒子 角 动 量 投影 的 最 小 值 为 -7, 所 以 还 需 满足 
& < N —n. (6.24c) 


É [ξα» ξα--ι» `: S, &] 对 应 于 行 不 大 于 a, 列 不 大 于 b 的 杨 图 ， 如 
图 6.1. 可 能 的 杨 图 个 数 即 为 PB olé), BRA E а 17 ὁ 列 划分 数 ， 


І 


图 6.1 а5ь 列 杨 图 


其 中 
fa > ξα-ι > PE OE > 0, 
fa < b. 


E 的 a 行 5 列 划分 数 可 用 递 推 方 法 求 出 ， 由 杨 图 的 对 称 性 ， 可 得 


Ρα P (6) = Р e(£), 
Τα (£) = Pa (ab — €). 


(6.25) 


(6.264) 
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显然 按 定 义 有 
Р, ,(0) = P, υ(1) = 1, 


L £cb (6.26b) 


λκθ-{ ϱ, ¿>b 


é 的 不 大 于 off, ΛΑΤ b 列 的 划分 数 满足 下 递 推 关系 ， 
P, (€) 一 Pa (£) + Pa bp_1(€ — а), (6.27a) 


用 递 推 关 系 容易 求 出 所 需 的 任意 划分 数 ， 
在 u(N) 的 1] 不 可 约 表示 中 ， M = M-E 的 填充 方式 
P(€) = P,n-n(€), 所 以 J-M-t 的 重复 度 为 


p(n, J) = P, м-„(&) — Pa N-«(E — 1). (6.27b) 


再 利用 已 知 的 w(N) 2 sp(N) 约 化 规则 ， 可 得 在 sp(N) 的 (17) 不 
可 约 表示 中 ，J = M - £ B ESE BE γ(ν, J) 为 


γίν, J) = B(v,J) --β(ν--2, J). (6.28) 


用 这 种 方法 ， 可 以 很 方便 的 求 出 所 需 的 全 部 sp(N) 2 so(3) 约 化 的 
重复 度 ， 附 录 1 给 出 7 < 15/2 HERE. 


6.2.3 ”CFP 系数 的 因子 化 


X 6.3 产生 和 淹没 算 符 作为 不 可 约 张 量 的 秩 
x | =) | (O) | 39 | 


üm [7η (1) j 


当 波 函数 按 李 代数 链 u(N) D sp(N) 5 so(3) 分 类 时 ， 通 过 直 
接 做 ol as 与 表 6.2 给 出 的 各 李 代 数 生成 元 间 对 易 关 系 ， 可 以 证 
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Н} = E HB ΕΕ ETUR Saj KE, HR 6.3 给 出 . 
除 表 6.3 之 外 ， al 和 --ἅπι 还 构成 su(2), 的 1/2 秩 不 可 约 张 量 ， 
分 别 对 应 于 1/2, 1/2 和 1/2,1/2 分 量 . 产生 和 淹没 算 符 的 不 可 约 
张 量 性 质 ， 对 СЕР 系数 的 因子 化 ， 具 有 重要 作用 . 
由 产生 算 符 是 (N) 的 不 可 约 张 量 性 质 ， 利 用 u(N) 的 
Wigner-Eckart 定理 和 半 单 紧 致 李 代 数 的 完全 可 约 性 ， 可 得 
( ш p" p ) ( (1) (12) 
(1") j a 


у 
п) Q^) aJ 
x (j m Jı Mi|J M)(n]lat]n — 1)» (6.29) 
np] nj pm (1) пат) (1) 

ud ( ὦ e| 0) ) | j mA| aJ ) яя 
u(N) Ὁ sp(N), sp(N) D so(3) 的 约 化 系数 ， (jm Л Μι] M) 为 
so(3) 的 CG 系数 ， (nlal|n 一 Dum 为 产生 算 符 的 u(N) ΑΕ 
阵 元 . 

利用 约 化 矩阵 元 与 分 量 指标 无 关 ， 用 п 个 粒子 的 角 动 量 投影 
量子 数 来 标记 uN) 的 不 可 约 表示 [1^] 空间 的 态 . 已 知 [1?] 的 最 
高 权 态 为 


(nv o J Mjat|n—1 e Jy Μι) 


则 有 
| d a [π-η ) 
h.w. mi mo - Mni 
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1 yr 1" 
( Ш απ 2) ) EM 
m mim: -Mra | hw. 
= =(—)%, 4mm ''' Mi = m, 
m=j,j-—1,::-,J—-n+1, 
0, 其 他 情况 . 
利用 约 化 系数 的 正 交 归 一 性 ， 
Ho dq me oV 
P» ( m πε h.w. = 
取 相 因子 使 约 化 矩阵 元 为 正 ， 得 
(nl|a*||n — Luin) = vn. (6.30) 
同样 由 产生 算 符 是 so(3) 和 sp(N) 的 不 可 约 张 量 和 性质， 可 得 
(n v a J M|al|n— 11 αι Jı Μι) 
= (j m Jı М.Ј M)(n v α Jlla!||Çn — 1 νι αι Ji) εο(») 
1”: ν 
= | » © 2 MT m Jı Μι] MY v||a!||n —1 i) spi); 
| (6.31) 
式 中 下 标 so(3), sp(N) 说 明 是 at 的 so(3), 或 sp(N) 的 约 化 矩阵 
元 .用 (6.29),(6.30), (6.31) 和 已 知 粒子 数 表象 中 的 СЕР AM, A 
(ην a .Jetlln — 124 αι J1)so(s) 
= /n(n u a Jln — 1 νι αι Ji) 


_ B | aV o α | a» 
el ( (17) M j ал 2) 
1 1^ 1" 


(6.32) 
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所 以 车 求 出 u(N) 2 sp(N) 和 sp(N) > so(3) 的 约 化 系数 ， 便 求 得 
了 CFP 系数 . 

先 证 明 sp(N) D so(3) 约 化 系数 的 倒 易 律 . SAP AE A ΒΓ 
的 关系 以 及 它们 均 为 sp(N) 的 (1) 秩 不 可 约 张 量 ， 可 得 


(v v a Jialv + 1v + 1 αι Л), з) 


. 2J- 1 
z(-yth- uv +1lv+ la, laillvv a J) so0(3) 


.(9 v» 


j αι Л 


an-s atl/ 0) (0) 
= (t uu а Ј 


х (v εἰ ν-- atllv и) ому: 


1” _ 

ο ο 
(1) 

αι Л 


两 边 取 绝对 值 平方 , 并 对 a, Јол, Л 求 和 ， 适 当选 择 相 央 子 ， 可 得 


人 zllallz + 1 v + i)n) 


=, k'u m + 1v + lllatlly ν) ερ) 
- Go DONI ал +14 + Ца! и) ро). 


这 样 就 求 出 了 sp(N) > so(3) 约 化 系数 的 倒 易 律 ， 


(1) (71) | 1”) 
aJ 


j αι Ji 
= (сунат, ουσ ( a) a") 
dim(J)dim(1*!) V j ол 


(nt) 
αι J; 
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(2л 4- 1)(ν + 1)(N + 2 — 2v) 
(ού + 1)(N — 2v)(N +2 — и) 


ae) ) , (6.33) 


αι Л 


2(-yth- 


«(9 e 


j aJ 


其 中 dim(J) 和 dim(1") 等 分 别 为 so(3) 表示 J 和 sp(N) 表示 (1") 
的 维 数 . 
MER su(N) 2 sp(N) 的 约 化 系数 . 取 成 对 粒子 数 为 
= (n — v)/2, WJ 


In v a J M) = c(n,v)Pi*]v v a J M), (6.34) 


其 中 |u va J M) 是 v 个 全 不 成 对 的 粒子 构成 的 态 ， 满 足 
Ply va J M) = 0, c(n,v) 是 归 一 化 常数 . d P = -P, 


[P, Pt?] = pP!” (N +2 ~ 2p— 2h), 


| Ν --π-- p)!! 
c(n,v) = στο (6.35) 


注意 [Ρ’,αἰ.]-- 一 V2pP?-1im, 可 以 算出 


可 得 


(nvaJ Mlatln—1v—1lao Jı Μι) 


N-n-v+2 
=V Wome oJ Маи 1-19 σι Mj), 


(nv o J Mlalin-lv+la, Jı Mi) 


παρω v oJ Mliml + 1ν 1 αι Л Mi). 
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ПШ ΠΤ] ΠΝ L 和 ap(N) о so(3) 约 化 系数 个 易 
| (1) (1771) (1") Ц »( )2 ( ) 2 


用 
fE (Ж. (6.37)), 可 得 su(N) D sp(N) 约 化 系数 


(0 [τη 
а) (2) 


[1^] )- v(N —n-—v 4 2) 


(1”) n(N —-2v 32) ' 
(6.364) 
ш пе mV /Dr 
(1) (23) | 02 nN- wF?) ` 


用 su(2), 的 不 可 约 表示 及 CG 系数 计算 su(n) о sp(N) 约 化 
系数 更 为 简单 .用 Q(Q +1), M, 表示 Q^, Qo 对 应 的 量子 数 ， 其 中 
9 —-QuQa-Q aQutQ$, 则 波 函 数 可 写 为 |Q M, o J M) = 
nu eJ M), ΒΒ 
(пио J Mlat |n—1 νι αι Л Μι) 
= (Q M, a J M|al|Qi Mg, αι Л Μι), 

其 中 M, = №4 — n/2, Q = Ν/4-- v[2, Mp = N/A - (n — 1)/2, 
Qi = N/A— wu /2. JF RS 


(n va J|atin—1 νι αι Ji) so(3) 


= (1/2 —1/2 Q1 Ma |Q Mj)(Q o Лао: αι Jt) s0(3)@su(2)_ 
(6.37a) 


H αἰ, 和 -am 分 别 是 su(2), 的 1/2 秩 不 可 约 张 量 的 -1/2 ЯП 1/2 
分 量 ， 可 得 


(vv a Ј|а\|и-10-10о J1) so(3) 
. (Q Qo Jllat||Q+1/2 Q+1⁄2 αι Ji)so(3) 


[0 ας a» 
Z2 20) 


J a 
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= (1/2 -1/2 Q+1/2 9+1/2|0 Q) 
x (Q а J|lat||Q +1/2 αι Л) so(3)85u(2),- 
(6.37b) 
再 利用 sp(N) 2 so(3) 约 化 系数 的 倒 易 律 ， 可 得 


(v v a J|| — àlv-1v-10 Л)з) 


= (Q Q a J| — á||Q-1/2 Q-1/2 αι J1)so(3) 
-_ JA ION Y 2 -v) | (0). {17} 
i 六 二 2 一 2 j ad 
= (Q α J||a*l|Q —1/2 αι J1)so(3)85u(2),- 


απο I ay a") 


α”η) 
αι Ji 


(1") 
aJ 


(6.37c) 
由 (6.37) 可 以 求 出 与 (6.36) 一 致 的 结果 ， 
(a 1, p] — [AN пә) 
@) а-у} ary / V πμ ὃν +2) 
— v (1/2 -1/2 Q+1/2 M,+1/2|Q Ma) 
= үк (1/2 -1/2 Q+1/2 0+1/210 Q) ^ (6.362) 


(ὦ [^71] МЕ _ f(n—v)\(N -v» +2) 
a) em an n(N — 2v +2) 
- | ee M,+1/2 1/2 -1/2]Q M). 


6.24 sp(N) D so(3) 约 化 系数 的 递 推 公式 


sp(N) D so(3) 约 化 系数 尚 无 解析 公式 ， 只 能 用 递 推 公式 求 
出 ， 由 倒 易 律 (6.33) 知 ， 只 需求 出 下 约 化 矩阵 元 即 可 得 全 部 
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sp(N) 2 so(3) ALA, 


(0 απ 


€ va J|ja!||v.-1v—1e J)sos) = Vv( `. 
j o4 


1”) 
aJ” 
(6.38) 
设 辛 弱 数 小 于 и HEBA, DWÓfas EMMA ЗЕ BRA v-1 的 
态 ， 可 以 得 到 v 个 粒子 具有 角 动 量 J, 投影 MWA, 
[E (v [o Л) J M)) = [аи --ἲν -- 1 αἱ Л) 
= У G m Д МЈ Mjah —1u -lo Jt Mi). 
mM (6.39) 
Wy |o) Ji] J M) 中 附加 量子 数 用 [αι Л) 标记 ， 也 就 是 用 更 BU 
母 态 来 标记 ， 亚 态 包 含 辛 弱 数 为 v πν-2 的 态 . 辛 弱 数 为 了 一 2 
的 态 可 以 用 已 知 的 态 jvv 一 2 as J M) 来 展开 ， 于 是 
IV (v lo Ji] J M)) = Α(ν [αι Л] J)lv v [αι Ji] J M) 
+》 B(v [αἱ Л] J a2)\v v — 2 az J M). 


a2 


и 个 全 不 成 对 的 粒子 态 为 


lv [αι JA] J M) = IEC (o Ji] J M) 


A37 
A(v [αι Ji] J) 
- Y. B(v [αἱ Ji] J or) v — 23 J M) (6.40) 


ag 


由 于 已 知 态 |vv 一 2 az J M) 是 正 交 归 一 的 ,不同 辛 弱 数 的 态 
是 正 交 的 ， 所 以 


Biv [αἱ Ji] J оз) = (v ν--2 az Ј|аї|и-1 0-1 αἱ Ji)so(3) 


ra 2(2J: +1) 
----.γθ-ο,|}. “πι, κ бир! 
E (2J-)(N—2v4-4) ψ-ιν-1α1 Ji a! |v-2 v-2 az J). 


(6.41) 
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由 |νν [o4 JI] J M) 的 归 一 化 和 (6.41), 可 以 得 到 
А( [αἱ Ji] J)? 
= (V(v [αἱ Л) J Μ)|9(ν [αι Ji] J M)) - Y BY [αι Jt] J αν) 


а? 


е 
1 


ag J2 
25 
24 41. “7 
+ (7) o et | 
x (v -1v-1o4 [αν — 2v — 2 a2 Љ)?. 
(6.42) 
约 化 矩阵 元 为 
1 
(vv [αἱ Ji) lile v1 01 л) = gpa T A о: А 


EVA A JI + 124 +1) jh Jl 
+ (2) JI + 1)(2J my Р :| 


оз J2 


+ QIXQN-2v14) (v-1v—-104 Ла 0-20-20 J) 


x(v-1v-120; Лои — 2v —2 o» 2)}- 
(6.43) 
这 就 是 显 含 辛 弱 数 的 СЕР PHAR. 取 Α(ν [αἱ Л] J) 为 正 ， 其 
值 由 (6.42) 给 出 。 ЖЖ 


P(v [αι Л) αι Л Ј) = δα, αι OJ} Jy 
Ч (А 
+ (2) JE +1)2Л +1) у, ! 2 з л 
az Ja 2 J Л 


265 J. (-Y 
CIIN wti) (v—1v-1 αἱ Ji||a'||u.—2 v—2 az Jo) 


х (0-12-10 Alat] -2v — 2 a2 J}, 
(6.449) 
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将 递 推 公 式 写 成 


Α(ν [αι Л] J) = y P(v [αι Л] αἱ Jt J), (6.44b) 


P(v [αι Jj] αι ДОЛ) 


v Pv [o^ Ji] αι I 


6.44c) 


(v v [о Ji] Ја - 1» — 1o1 Л) = 


用 递 推 关 系 (6.44) 得 到 的 态 |v v [αι Ji] J), 虽 满 足 归 一 化 条 
件 ， 但 是 是 非 正 交 的 和 超 完 备 的 . 任 取 一 组 [αι Л], 都 会 给 出 一 个 
态 ， 所 以 还 必需 从 中 选 出 一 组 正 交 归 一 完备 态 ， 也 就 是 说 ， 每 从 
v 一 1 到 v 递 推 一 步 ， 必 需 进行 选取 正 交 归 一 完备 态 的 手续 之 后 ， 
才能 进行 下 一 步 从 v 到 w+1 的 递 推 . 所 以 说 ， 显 含 辛 弱 数 的 递 推 
关系 并 不 能 避 开 超 完备 空间 引起 的 舍 入 误差 问题 .当然 由 于 因子 
化 使 计算 的 态 空间 显著 减 小 ， 是 有 优越 性 的 . 

用 本 节 算 法 计算 单 角 动 量 费 密 子 的 CFP 系数 , 即 代入 u(N) о 
sp(N) 约 化 系数 的 解析 表达 式 ， 用 计算 出 的 sp(N) > so(3) 重复 度 
控制 递 推 关系 (6.44) 的 递 推 过 程 ， 可 以 有 效 地 减 小 舍 入 误差 的 影 
Wi. 按 此 写 出 的 程序 29, 比 原 有 程序 计算 效率 提高 约 一 个 数量 级 . 


63 ” 单 角 动 量 玻 色 子 的 波 函 数 


本 节 考 虑 具有 确定 角 动 量 的 全 同 玻 色 子 体系 ， 下 面 将 逐步 讨 
论 李 代数 链 分 类 波 函 数 ， 李 代数 链 的 约 化 ， CFP 系数 因子 化 和 显 
含 辛 弱 数 的 递 推 公式 等 问题 . 


6.3.1 FARMED CEN 
设 单个 玻 色 子 具有 确定 的 角 动 量 1, 其 投影 m 可 取 1,1 一 1,…， 
一 l, 1 为 非 负 整数 ， 玻 色 子 的 产生 算 符 和 漂 没 算 符 写 为 blm = ot, 
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b m — bm. 它们 满足 以 下 对 易 关 系 


(ot, bt] = [bm bm] = 0, 


(6.45) 
[bm bla] = bm њи. 
体系 的 总 角 动 量 算 符 为 
Lo = > mbt,bm, 
(6.46) 


Lit =F у; Мж т)(1+ т + 1)/2М „уб, 


Lo, Гал 是 空间 转动 代数 so(3) 的 生成 元 ， 体 系 转动 不 变 ， 就 是 要 
在 so(3) 的 一 个 不 可 约 表示 空间 中 变 ， 即 具有 确定 的 总 角 动 量 L. 

取 N =21+1, 具有 确定 角 动 量 ! 的 全 同 玻 色 子 体系 的 巨 希 耳 
伯 特 空间 有 对 称 群 ， 其 李 代数 的 生成 元 为 


bt bm +1/2, m=l1,l-1,---,-, 
bot, mm =1,1-1,---,—, 
(6.47) 
baby, mm =1,1-1,---,=-l, 
bl bm, mm =1,1-1,---,-l, mám. 


它们 构成 李 代数 sp(2N, R). 其 Cartan 子 代数 的 基 为 Hm =bt bm + 
1/2, m =11-1,---,-l. sp(2N, В) 是 非 紧 致 实 李 代数 ， 所 以 它 的 
厄 米 表示 只 可 能 是 无 限 维 的 ， 它 的 有 下 界 的 不 可 约 厄 米 表示 可 用 
最 低 权 标记 ， 不 可 约 表示 (1/2, 1/2,….,1/2) = (1/27) 的 最 低 权 态 
没有 粒子 , 不 可 约 表示 (1/2,1/2,…,1/2,3/2) = ((1/2)N-1,3/2) 的 
最 低 权 态 有 一 个 投影 为 -! 的 粒子 . 由 于 生成 元 不 包含 单个 粒子 的 
产生 和 泽 没 算 符 , 所 以 有 偶数 个 粒子 的 态 与 有 奇数 个 粒子 的 态 , 在 
sp(2N, R) 的 作用 下 ， 不 会 相互 转化 . 不 可 约 表示 DY) 给 出 有 
偶数 个 粒子 的 巨 希 耳 伯 特 空间 ， 不 可 约 表示 ((1/2)N-1,3/2) 给 出 
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dj 538 ΑΣΕ НИН 8]. EB AERE IE E E B ECT 
目 可 以 无 限 增加 的 特点 . 

保持 粒子 数 守恒 的 最 大 李 代 数 为 v(N).w(N) 的 Cartan FRB 
基 为 πι = bt b,,, 其 他 生成 元 为 КЬ, 其 中 m, m -L0-,--,-1, 
m Z πι’. RA п 个 粒子 的 空间 构成 v(N) 的 一 个 不 可 约 表示 空间 ， 
用 最 高 权 [n, 0 71] = [n] 标记 此 不 可 约 表示 . 

为 了 以 后 写 转动 不 变 的 形式 方便 ， 常 将 u(N) 的 生成 元 写成 
so(3) 的 不 可 约 张 量 形 式 . 由 bh, 与 so(3) 生成 元 的 对 易 关 系 可 以 
μι, of, 是 so(3) MI 秩 不 可 约 张 量 ， 而 bn 却 不 是 so(3) 的 不 可 
约 张 量 .可 以 证 明 bm = (-)HHmb_m 是 so(3) 的 7 秩 不 可 约 张 量 ， 
所 以 在 写 不 可 约 张 量 形式 时 ， 总 用 bm 代替 bm. u(N) 生成 元 的 不 
可 约 张 量 形式 为 


(bb); = > (1 т 1 тие bl bm, 


т m! 


k=0,1,---,2l, q-kk-1,--,-k. (6.48) 


注意 i 为 整数 ， 它 们 满足 以 下 对 易 关 系 
[(b*5)5, (БУЕ ] = \/(2k + ΤΙ + 1) 


xY κα ФЕ” q") { К | ñ | ((—)” - (—) tbe. 
> 


(6.49) 
总 玻 色 子 数 算 符 为 


I 
a= Y bbs = /N(5tb)0. 
m=—! 


Hi ἣν 生成 李 代 数 4(1)n. u(N) = u(1)n@su(N), su(N) 是 sp(2N, R) 
保持 粒子 数 守恒 的 子 代数 ， 在 等 价 原则 下 ， su(N) 的 不 可 约 表 示 
也 用 [n] 标记 . 
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由 对 易 关 系 (649) 可 以 看 出 ， 当 上 = 5,3, 21-1 等 奇数 
时 ， (bb): 构成 su(N) 的 子 代 数 ， 用 


(Ы) = У m Lm'|k 4) (Ы, — ὅτι ὅνι). 


可 以 得 到 其 生成 元 的 非 辜 合 形式 为 

Emm = Ob b, — b! bm. 
由 此 可 看 出 此 为 李 代 数 so(N). 其 Cartan 子 代数 的 基 可 以 取 为 
Hm = b. — ot „Въ, m = 41 一 1,…,1. Hm 是 投影 为 m 的 
粒子 数 减 去 投影 为 -m 的 粒子 数 ， so(N) 的 不 可 约 表 示 最 高 权 
(0,0-1) = (c) 对 应 有 o 个 不 成 对 粒子 的 态 ， 量 子 数 c MORES 


数 . 
取 Pt, P 分 别 为 对 产生 和 对 涯 没 算 符 


1 -- 
μα... ыу, 11+ Куд P. (650) 


sp(2N, R) 还 有 子 代数 su(2)a, 其 生成 元 为 Qo, Qui. 


РЇ, (6.50b) 


满足 su(2) 对 易 关 系 


(Qo, Q«1] = +91, 
[Q..1, Q1] = -Qo. 


su(2), 是 准 自 旋 (quasispin) 代数 ， 显 然 so(N) 的 生成 元 与 su(2), 
的 生成 元 是 对 易 的 ， 所 以 so(N) 是 su(2), 不 变 的 . 
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描述 转动 不 变 的 单 角 动 量 玻 色 子 体系 的 李 代数 链 ， 可 以 归纳 
为 以 下 两 条 : 


sp(2N, R) 2 su(N) 2 so(N) 2 so(3), (6.51) 


sp(2N, R) 5 so(N) @ su(2), D so(3) @ su(2),. (6.52) 


对 于 粒子 数 确定 的 态 ， 常 用 u(N) 5 so(N) Ὁ so(3) 链 来 分 类 波 函 
Ж. 表 6.4 给 出 此 链 中 每 个 李 代数 的 生成 元 ,， 不 变量 和 不 可 约 表示 
标记 ， 其 中 除 u(N) 的 不 变量 ñ, 之 外 ， 其 余 均 为 Casimir FF. 波 
函数 可 以 写 为 lno a 工 M), 其 中 M 是 工 的 投影 量子 数 ，a 是 附 
加 量子 数 ， 此 处 是 反映 so(N) 5 so(3) 的 非 简 单 约 化 的 .从 表 6.4 
可 以 看 出 ， 用 so(N) @ su(2), D so(3) 6 su(2), KAKU BRE 
样 的 ， 因 为 Q TH v, М, 可 由 六 决定 


1 
=ñ (N — 1+ ñb) 


Pt P 
Qo(Qo — 1) — — = 


ΔΙ(Ν 2439) PIP N(N—) 
4 2 6 


((H31)(213) ες 
3 (bté)} Lh—-LaLa-LaLQ aL L 
_N 1. 


6.32 ФКИ 
对 u(N) 的 不 可 约 表示 [п], 按 李 代数 链 u(N) 5 so(N) 约 化 ， 


282 


即 [n] = Θσίσ), 有 


oo 二 n,n 一 2,…,0， n= В, (6.53) 


g=nn—-2,---,1, n=. 


只 要 再 求 出 so(N) о so(3) 的 约 化 ， 则 求 出 了 波 函 数 所 需 的 全 
部 约 化 规则 .此 处 仍 采 用 先 求 u(N) 2 so(3) 的 约 化 规则 ， 再 利用 
已 知 的 u(N) Ὁ so(N) 约 化 规则 , 求 出 soCN) D so(3) 的 约 化 规则 ， 

u(N) 的 Cartan 子 代数 的 基 为 blbi Of abii, o! bou ERR 
可 约 表示 [n] 空间 , ”个 玻 色 子 可 以 在 不 同 投影 量子 数 77 一 1 ……, 一 
的 态 上 任意 填充 . 即 它们 的 投影 量子 数 可 以 相同 ， 也 可 以 不 同 . 一 
种 填充 方式 给 出 一 次 一 定 的 角 动 量 投影 M, 有 的 M 会 出 现 多 次 . 
不 失 一 般 性 可 规定 m > m; >- > та. [n] 对 应 的 M 最 大 值 为 
M = nl, 此 时 对 应 唯一 的 填充 方式 为 mi = ma =---=m, = L. 所 
以 n] 包含 的 最 大 角 动量 即 为 M. 而 角 动 量 L 有 投影 M = L, L — 
1,---,—L, 从 所 有 的 M 量子 数 中 减 去 MLM L1, М, е 
大 的 M 量子 数 又 对 应 次 大 的 角 动 量 . 如 此 类 推 ， 与 费 密 子 类 似 ， 
可 以 逐步 求 出 所 有 可 能 的 角 动 量 . 

以 PE 表 投影 为 M = 邓 - 上 时 ,可 能 有 的 填充 方式 的 数目 . 
如 果 P(E), P(é-1) а, W uN) 的 n] Xmaá = Ме 
重复 度 b(n, D) = P(E) — P(£ — 1). 每 一 种 填充 方式 对 应 的 各 个 粒 
FREAL-O >1-&>-:->1-6,, FU 


E= titit En, (6.54a) 


并 且 
én > Én—1 > Utt 2 £2 > à 2 0. (6.54b) 


最 小 的 单个 粒子 投影 量子 数 为 —1, 所 以 还 需 满足 


& < 21. (6.54c) 
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Hi 6.2 节 知 & 的 行 不 大 于 a, 列 不 大 于 6 划分 数 P, (€), 可 以 
用 (6.26) 和 (6.27) WHR H. 

所 以 玻 色 子 投影 为 M = M -E 的 填充 方式 PE) = Paal), 
所 以 在 u(N) 的 [n] 不 可 约 表示 中 ， 工 = M —- € 的 重复 度 为 


B(n, L) = Pa a(£) — Р, 2 (£ — 1). (6.55) 


再 利用 已 知 的 u(N) 2 so(N) 约 化 规则 ， 可 得 在 so(N) 的 (o) 不 可 
约 表示 中 ， 工 = M 一 & 的 重复 度 y(o, 荆 为 


γίσ. L) = Blo, L) - Blo—2, L). (6.56) 
用 这 种 方法 ， 可 以 很 方便 的 求 出 所 需 的 全 部 so(N) > so(3) 约 化 的 
重复 度 ， 文 献 [27], [28] 给 出 = 2,3,4 时 部 分 重复 度 . 
6.3.3 CFP 系 数 的 因子 化 


当 波 函数 按 李 代 数 链 su(N) D so(N) 2 so(3) 分 类 时 ， 通 过 
直接 做 bb ὃπι 与 表 6.4 给 出 的 各 李 代 数 生 成 元 间 对 易 关 系 ， 可 以 
证 明 产 生 和 漆 没 算 符 是 各 李 代 数 的 不 可 约 张 量 ， 其 秩 由 表 6.5 给 
H. 除 表 6.5 之 外 ， b| 还 是 uN) 的 Ш 秩 不 可 约 张 量 . Ы, 和 
—b,, 还 构成 su(2), 的 1/2 秩 不 可 约 张 量 ， 分 别 对 应 于 1/2,1/2 和 
1/2, -1/2 分 量 . 产生 和 浮 没 算 符 的 不 可 约 张 量 性 质 , 对 СЕР 系数 
的 因子 化 ， 具 有 重要 作用 . 


# 6.5 патаннее ек 
πο feof) м) | 
[ῃ (1) 
FEF SE ИШЕ 


由 产生 算 符 是 su(N) 的 不 可 约 张 量 性 质 ， 利 用 su(N) 代数 的 
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Wigner-Eckart 定理 和 半 单 紧 致 李 代 数 的 完全 可 约 性 ， 可 得 
(ne o L Mibi, |n 101 αι L1 Mi) 

_ ( Ш m-| PJ ) ( Q) (σι) 

(1) (σι) | (v) l a 


х (Im Ly Mi|L M)(nllbit||n — 1) а) 
Ш [n- 1| (ο) ) 分 别 


[n] ( (σι) 
ex ( (1) (σι) (о) уж ( [ αι | oL 


为 su(N) D so(N) 和 so(N) Ὁ so(3) HAAR, (lm Li МІ М) 
为 so(3) 的 CG ЖЖ, (п || — Da 为 产生 算 符 的 su(N) 4 
化 矩阵 元 ， 

已 知 约 化 矩阵 元 与 分 最 指标 无 关 ， 可 用 n 个 粒子 的 角 动 量 投 
影 量子 数 来 标记 u(N) 的 不 可 约 表示 [n]. [n] 的 最 高 权 态 为 


[n] _ [n] _ [n] _ 1 T 
h.w. )- lUi )- p ΠΠ |o). 


(6) (6.57) 
al 


四 ] (6.58) 


_/Ш ny 
l ll... l| hw 
(nllbtlin — 1) а) = V7, 


其 中 用 到 [1] [n —1] 9 [n] 的 最 高 权 态 只 有 一 种 可 能 的 耦合 方式 . 
同样 由 产生 算 符 是 so(3) 和 so(N) 的 不 可 约 张 量 性 质 ， 可 得 


(noa 1, М|М|п—1оуеу Іл Μι) 


| (n||b* |in 一 1) (м), 


= (l m Lı Μι], M)(n о a Іп — 1 σι αι Гл), з) 
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(c) 


„{ ᾱ) (σι) 
aL 


l αι Li 


yi m Li M,|L Муз ollbt||n—1 оа), оом), 
(6.59) 
式 中 下 标 so(3), so(N) 说 明 是 b! 的 so(3), 或 so(N) 的 约 化 矩阵 
x. FH (6.57),(6.58),(6.59), 有 
(n о e ШЫ |в — 1 σι αι Li)so(a) 
= ynin o a L)n -1 σι αι L1) 


- αι [] m-1 | 四 )( (σι) 
(1) (e) | (o) ! oa Γι 


x (n c ||! [ία —1 71)so(N)- 


(c) 
aL 
(6.60) 

所 以 车 求 出 u(N) D so(N) 和 so(N) 2 so(3) 的 约 化 系数 ， 便 求 得 
了 CFP 系数 . 

先 证 明 so(N) D so(3) ALARM ΘΙ ΒΞ. WP ERY AR 
算 符 的 关系 可 得 

(c o a L||b||s +1 o + 1 αι Li)s(3) 


p /21141 
=(—)ht: ora (0+10+1 о Lillbtllo o o L) з). 
(6.61) 


又 由 式 (6.60) 和 产生 算 符 和 漆 没 算 符 均 为 so(N) 的 (1) 秩 不 可 约 
张 量 ， 可 得 


(1 o+1 c - 
σσ] ble -- 1e -- 1», 
| г al | ak (o σ] | )so(N) 


= (-yta-L 2L141 (1) c στι 
V 21+1 l aL] αι Γι 


x (9+ 1 σ!ἠ-1[6|]σ с) sony: 
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两 端 取 绝 对 值 平 方 ， 并 对 a, L, al, Di 求 和 ， 注 意 so(N) 5 so(3) 约 
化 系数 的 正 交 归 一 性 ， 适 当选 择 相 因 子 可 使 
(о ell 让 ec -- 1c 4- 1)so(N) 


= B (σ 4-10 4- 1||bf [|o 9) ом) 
N +2o)(N 一 2 


其 中 dim(o) 等 为 so (N) 不 可 约 表 示 (o) 的 维 数 ， 于 是 得 so(N) о 
so(3) 约 化 系数 的 倒 易 律 


(1) o+1 c 
[ ah | a L 


= (унш dim(Li)dim(c 4-1) / (1) σ c +1 
V dim(L)dim(v) l eL] оу! 
суна, | Qa DCN 2072) / (1) о | σι 
(2L+1)(N+20)(N+e-2) \ 1 αἰ] m L / ` 
(6.62) 


记 成 对 粒子 数 为 p = (n — 0)/2, ЖЖ u(N) D so(N) 的 约 化 
系数 ， 应 该 有 


In e a L M) = c(n,e)Pi^|c c a L M). (6.63) 


其 中 lo oc a L М) Ro 个 全 不 成 对 的 粒子 构成 的 态 ， 潭 没 算 符 对 
其 作用 满足 Plo o o L M) = 0, c(n,0) 是 归 一 化 常数 ， 


(N + 20 — 2)!! 


(о) учоо (599 


с(п,с) = 


H P = Р, ЖЖ [PP,bt.] = v2pP^-15,, 有 


[P, Pt?) = рі? (N — 2 + 2p + 25), 
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可 以 算出 


(n σα L||b*||n -lo-la, L1)so(3) 


N+n+o-2 
= -TI l e a ЦЬ о — 1e — 1 a) Гл), оз), 


(n о o L||bf||n — 10 + 101 Li)so(a) 


(6.65) 


V xz e o L|blje + 16 103 Li) з). 
W bd tj J=: 和 so[N) > so(3) 约 化 系数 倒 易 
ДЕ ση) ^ ao) > eot 
f& (6.62), 可 得 u(N) D so(N) 约 化 系数 
Ш m-i | I] V Jo(N * nt e -2) 
() (с-1)| (0/ V n(N*2e-2) ' 
Ш [n-]] In] _ (n—o)(N +0 —2). 
(1) (0+1) | (о) n(N +20 — 2) 
与 费 密 子 类 似 , 用 su(2)。 的 不 可 约 表示 及 CG 系数 计算 su(n) 
D so(N) 约 化 系数 和 зо(№) 2 so(3) 约 化 系数 倒 易 律 ， 计 算 将 更 为 
Е, ЖАЛЕ. 
6.3.4 so(N) 5 so(3) 约 化 系数 的 递 推 公式 
so(N) D so(3) 约 化 系数 尚 无 解析 公式 ， 只 能 用 递 推 公式 求 
H. 由 倒 易 律 (6.62) 知 , 只 需求 出 下 约 化 矩阵 元 即 可 得 全 部 so(N) 
2 so(3) 约 化 系数 ， 
(c) 
aL/ 
(6.66) 


(1) (σ--1) 


σσα ЦБ ||o 1 0 一 1 al Іл) ызу = yo 
l αι Li 
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设 辛 弱 数 小 于 o 的 态 已 知 ， 则 由 角 动 量 耦 合 从 辛 弱 数 为 c 一 | 的 
态 ， 可 以 得 到 о 个 粒子 具有 角 动 量 L, 投影 М 155, 


Ιῶσ [αι Li] L M)) = lbtle - 10 1 αι Li) 
= Y (lm D, Μι] Μ)ὂ|,|σ-- 1σ--1 αἱ LA Μι). 
mM, (6.67) 
(о [αι Li) L M) 中 附加 量子 数 用 [αι Di] 标记 ， 也 就 是 用 更 (ἢ 
HARRI. Ú 态 包含 辛 弱 数 为 c 和 一 2 的 态 . 辛 弱 数 为 a 一 2 
的 态 可 以 用 已 知 的 态 lc c — 2 az L M) RRA, TH 
[ψ(σ [αι L4] L Μ)) = Α(σ [αι LA] Dlo o [αι Ly] L M) 
+ B(c [αι [η] L αα)|σ z — 2 ay L M). 


a2 


σ 个 全 不 成 对 的 粒子 态 为 
τ’ _ 1 бот! 
Joo loi 14] LM) = чертуу} (е let Τι] LM) 
- У) Βίσ[αι Lh] Loz)e z — 202 L M)). (6.68) 


az 


由 于 已 知 态 lo o - 2 а L M) 是 正 交 归 一 的 ， 不 同 辛 弱 数 的 
态 是 正 交 的 ， 所 以 


В(о [o Li] L az) = (со — 2 az Lilbt lo -10 — 104 Ід), ұз) 


_ Г зеи) , 
=y GEAN toa) 17 10i Lilo 7207202 Dass, 


(6.69) 
H Ισ c [αἱ Jt] J M) 的 归 一 化 和 (6.69), 可 以 得 到 


Αίσ [ai Л) J)? 
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= Φί(σ[α! Li] L Μ|ψίσ [αι Τι) L Μ)) 


-> В(о [αἱ L4] Гоз)? 


ag 


, 1 L, L 2ór, L 
=1H2Li+H) Y ` | LL ΜΙ lets] 


a2 Lz 
χίσ-1σ--1αί Lilbtlo -20 — 2 a 1)”. 
(6.70) 


Hz Αίσ [o4 Ji] J) 为 正 ， 其 值 可 由 (6.70) 算出 ， 约 化 矩阵 元 为 


1 


, i 1 __ = , ó i 
(c σ [αι Li ЦЬ lle 1 e 1 αι І) Αίσ [од Гл] L) Us, αι Li Li 


+ (et /Q +1)@1л +1) у, ! | r | 


αρ Lo 
_ 261 Le 
(@L+1)(N+20—4) 


х (ge -lao-1la Lillbtle — 2 0-2 az 1). 


je c —1 ол Lilbitlle—20—2 az Le) 


(6.71) 
这 就 是 显 含 辛 弱 数 的 CFP 递 推 公式 ， 常 取 


P(o [αι ТА] αι Li L) = δα! a ŠL: L, 


l Lo L| 
1 A , 1 2 1 
+ -tr QD +1)21л + 1) у, 1 L L 


a2 Lo 
_ 261 Le 
(QL +1)(N+20—4) 


х (ø = lø- 1 a; Li||b!|o - 2 o — 2 az L2), 


| (σ-1σ-1α! Lilbille—20—2 ας Le) 


(6.72a) 


A( [o] Z4] L) = «| P(c le L4] o4 L, D, (6.729) 


则 有 
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P(o [αι L1] αι L1 L) 
vV/P(e [αἱ Z4] αἱ L1 L) 
(6.72c) 

与 费 密 子 一 样 ， 用 递 推 关系 (6.72) 得 到 的 态 jc o [αι L4] D), 
虽 满 足 归 一 化 条 件 ， 但 是 是 非 正 交 的 和 超 完备 的 . 任 取 一 组 
[αι Li], 都 会 给 出 一 个 态 ， 这 些 态 不 是 线性 独立 的 ， 所 以 还 必需 从 
中 选 出 一 组 正 交 归 一 完备 态 . 也 就 是 说 ， 每 从 c -1 到 HH 
2p. 必需 进行 选取 正 交 归 一 完备 态 的 手续 之 后 , 才能 进行 下 一 步 从 
с 到 o+1 ЖЕ. 所 以 说 ， 显 含 辛 弱 数 的 递 推 关 系 并 不 能 避 开 超 
完备 空间 引起 的 含 入 误差 问题 . 当然 由 于 因子 化 使 计算 的 态 空间 
显著 减 小 ， 是 有 优越 性 的 . 

用 本 节 算 法 计算 单 角 动 量 玻 色 子 СЕР 系数 ， 即 代入 su(N) 
2 so(N) 约 化 系数 的 解析 表达 式 ， 用 计算 出 的 so(N) 2 so(3) Ж 
复 度 控制 递 推 关 系 (6.72) 的 递 推 过 程 ， 可 以 有 效 地 减 小 舍 入 误差 
的 影响 ， 按 此 写 出 的 程序 3], 不 仅 比 原 有 程序 计算 效率 有 很 大 提 
高 ， 而 且 可 以 计算 许多 原 有 程序 不 能 计算 的 СЕР 系数 . 


(e o [o Li] Lotle—-1o-1a Гл) = 


64 RETLS BERAK 


在 原子 的 壳 模 型 中 ， 电 子 的 总 轨道 角 动 量 上 和 总 自 旋 角 动量 
S 是 分 类 态 的 好 量子 数 , 在 原子 核 的 一 些 稀 土 和 超 铀 元 素 中 ,核子 
的 总 轨道 角 动 量 和 总 自 旋 角 动 量 也 对 分 类 态 起 作用 ， 所 以 本 节 将 
研究 具有 确定 轨道 角 动 量 ! MAR 1⁄2 的 全 同 费 密 子 体系 ， 在 中 
心力 场 中 运动 的 波 函 数 ,轨道 角 动 量 ! 可 以 是 非 负 整数 ， 下面 将 逐 
步 讨 论 李 代 数 链 分 类 波 函 数 ， 李 代数 链 的 约 化 ， CFP 系数 因子 化 
和 显 含 辛 弱 数 的 递 推 公式 等 问题 . 


6.4.1 ” 李 代数 链 分 类 波 函 数 
ЖАНЕ ЗВ Г, 自 旋 1/2, 投影 分 别 为 m, m, 的 产生 算 符 
和 淹没 算 符 简写 为 a], 1/2 m, 一 al, suo а; m. 1/2 m, = 8m m,- 它们 
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满足 以 下 反对 易 关 系 


{лак ы} = metere = 0 (вла) 


{а}, m,» Qm’ mi} = bm m'Óm, τι. 
体系 的 总 轨道 角 动 量 算 符 为 
Lo = Y Y mat, nam mes 
Li1 = УУ ПЕ) тт 1) /2α1 ы m, m ms: 


(6.74) 


Lo, Га 是 空间 转动 代数 зо(3) 的 生成 元 .。 so(3) 的 每 一 个 不 可 约 
表示 L, 就 是 体系 总 轨道 角 动 量 ， 体 系 总 自 旋 角 动 量 算 符 为 


So = (1/2) у, ай, 1/2%m 1/2 一 (1/2) Y al -1/2%m -1/2» 
m m 6.75 
S41 = Fy 1/2 ^ al a jam 3/2: (6:75) 
So, S41 是 su(2)。 代 数 的 生成 元 . su(2)。 的 每 一 个 不 可 约 表 示 5, 
就 是 体系 的 总 自 旋 . L-S 耦合 即 体系 具有 确定 的 总 轨道 角 动 量 工 


和 确定 的 总 自 旋 角 动量 S. 
Ж N = 21+ 1, 具有 确定 轨道 角 动 量 !/ 和 自 旋 1/2 的 全 同 费 密 


子 体系 的 巨 希 耳 伯 特 空间 由 算 符 
al, Gn m, — 1/2, ab m, m m,» 
al, m, al, m^? Gm m, m^ m! al, m, am! mis 
m,m =1,1-1,---,d, Mam, = 1/2, 21/2, (m,m,)Z (m!,m!) 
(8.76) 
生成 , 它们 构成 李 代数 so(4N +1) 的 生成 元 . 其 Cartan 子 代数 的 基 
为 Hmm, = al, „атт, —1/2,m = l,l-1,---,—l m, = 1/2, —1/2. 


代表 费 密 子 巨 希 耳 伯 特 空间 的 是 so(4N+1) 的 (1/2,1/2,…,1/2) = 
((1/2)?%) 不 可 约 表示 .其 最 高 权 态 是 每 一 个 磁 量 子 数 上 有 一 个 粒 
T. 
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80(4Ν + 1) 有 子 代数 so(4N), 其 生成 元 为 


al, m, От m, — 1/2, 

a], m, al, mi) ат m, Om! mt; al, т.т! m^: 

m,m’ =1,l—1,---,4, mami = 1/2, H/2, (т, т.) 3 (m',m.), 

(6.77) 

即 除了 单个 粒子 的 产生 和 泽 没 算 符 之 外 ， 包 含 so(4N + 1) 的 全 部 
жу, 其 Cartan 子 代 数 基 与 so(4N + 1) 一样。 所 以 有 偶数 个 
粒子 的 态 与 有 奇数 个 粒子 的 态 ， 在 so(4N) 的 作用 下 ,不 会 相互 转 
化 . 不 可 约 表示 (01/2)? ") 给 出 有 偶数 个 粒子 的 巨 希 耳 伯 特 空间 ， 
不 可 约 表示 ((1/2)2%-1, 1/2) 给 出 有 奇数 个 粒子 的 巨 希 耳 伯 特 空 
8. 

粒子 数 守恒 的 最 大 李 代 数 为 (2). u(2N) 的 Cartan 子 代 数 基 
为 Hmm, =al, „ат m, 其 他 生成 元 为 а}, m, am m, Ж m, m = 
{1 --1ν τν τν --ἷν Mma m, = 1/2, 3/2, (πι, ms) z (πι), πι). RA nt 
子 的 空间 构成 u(2N) 的 一 个 不 可 约 表 示 空 间 ， 注 意 费 密 子 满足 泡 
利 不 相 容 原理 ， 所 以 标记 此 不 可 约 表示 的 最 高 权 为 [17]. 

为 了 以 后 写 转动 不 变 的 形式 方便 ， 常 将 u(2N) 的 生成 元 写成 
so(3) @ su(2) 的 不 可 约 张 量 形式 а}, 是 so(3) 的 ! 秩 不 可 约 
张 量 ， 是 su(2), 的 1/2 秩 不 可 约 张 量 . 而 amm, 却 不 是 so(3) 和 
su(2)。 的 不 可 约 张 量 ， 可 以 证 明 émm, = (7) mtm m m, 
是 so(3) 的 1 秩 不 可 约 张 量 ， swu(2)s 的 1/2 秩 不 可 约 张 量 . 所 以 在 
写 不 可 约 张 量 形式 时 ， 总 用 аыл, 代替 acus us u(2N) 生成 元 的 
不 可 约 张 量 形 式 为 

(αἱ $5 (Lm lmlk g) (1/2 m, 1/2 m,|x m) 

xal, mm, k=01,..21 к=0,1, 
gq=k,k—-1,---,-k, πτξθκικ- τι. к. 
(6.78) 
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它们 满足 以 下 对 易 关 系 ， 
[(ata)k $, (afa)5 5] = /(2k + Π (26 + 1)(2к + 1) (2n + 1) 


ΣΕ - CO д |" а") 
k” к” 


k k' k" κ’ к” 
х(ктк'т'|к” т”) * 
1 1 1 1/2 1⁄2 1⁄2 


x (аїа) κ”. 


(6.79) 

费 密 子 数 算 符 Ar = У) m, als am m, = V2N(ata)00 生成 
李 代 数 u(1),.. 而 u(2N) = u(1), Ф su(2N). su(2N) 是 so(4N) 保持 
粒子 数 守恒 的 子 代 数 . 在 等 价 原则 下 ， su(2N) 的 不 可 约 表示 也 用 
[1°] 标记 . 

u(2N) 的 轨道 部 分 ， 即 生成 元 (ala)so 生成 李 代数 uN). 其 
生成 元 的 非 耦 合 形式 为 Επι = Em, at, m, am m 其 Cartan F 
代数 为 Hm = Emm = Som, ай, m, dm mo m = l1- 1... Hn 
是 轨道 角 动 量 投影 为 m 的 粒子 数 . 考虑 到 泡 利 不 相 容 原理 ， 投 影 
为 m 的 粒子 数 最 多 可 以 有 两 个 ， 所 以 标记 u(N) 不 可 约 表示 的 最 
高 权 为 [A] = [2510]. 同样 uN) = щ(1)„ Ө su(N). 在 等 价 原则 下 ， 
su(N) 的 不 可 约 表示 也 用 [251}] 标记 . 

由 对 易 关 系 (6.79) 可 以 看 出 , u(2N) 的 轨道 部 分 当 上 =1,3,:…， 
20— 1 等 奇数 时 ， (αἰᾶ)ξ δ 构成 su(N) 的 子 代数 so(N). so(N) Æ 
成 元 的 非 耦合 形式 为 


Em m = —)!tm E, _m = (P Em mi 


K Cartan 子 代数 的 基 为 Н! = En m—E πι πι = al, m, am m, 
-Em al атат m = Lll- 1, 7,1. Hl, 是 轨道 角 动量 投影 
为 m μμ μμ μη -m 的 粒子 数 . 考虑 到 泡 利 
不 相 容 原理 ， 标 记 so(N) 不 可 约 表示 的 最 高 权 态 为 (22 1). 

由 (6.79) A124 k-- « 为 奇数 时 ， 即 生成 元 (ata)*8, k=1,3,---, 
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21 — 1, (аїа)к1, k = 0,2,---, 20, 构成 李 代数 sp(2N). 其 生成 元 的 非 
耦合 形式 为 


— at ~ 1 ~ 
Am m, т! πι’ = üm m,m m, +a, m, От m, ' 


其 Cartan 子 代数 基 可 取 为 Hz, = al зањ 1/2— 0} m 1/20- a2 
m = L,l-1,--:, 4 考虑 到 泡 利 不 相 容 原理 ， 标 记 sp(2N) 不 可 约 表 
示 的 最 高 权 态 为 (1) 

取 Pt, P 分别 为 对 产生 和 对 削 没 算 符 


Рі = V Ret 0 P= aaye, (6.80a) 
so(4N) 还 有 子 代数 su(2),, 其 生成 元 为 Qo, Qt 
Qo = V Eta + (aaf) 9] = îs _ 3. 


1 -~ 1 
_ = j —-P = +! -Pt 
Q-1 /i » Q+ ТА , 


su(2), 称 为 准 自 旋 代 数 ， 显 然 sp(2N) 是 su(2), 不 变 的 . 
描述 L-S 耦合 费 密 子 体系 的 李 代 数 链 , 可 以 归纳 为 以 下 两 条 ， 


(6.80b) 


so(4N + 1) D so(4N) > u(2N) э u(N) @ su(2), 
D (1), @ so(N) 9 su(2), D u(1), ὢ so(3) @ su(2),, 
(6.81) 
so(4N +1) D so(4V) D su(2)q ® sp(2N) 
D su(2), ὢ so(N) 9 su(2), D u(1)n & so(3) ὦ su(2),. 
(6.82) 


对 于 粒子 数 确定 的 态 ， 常 用 李 代数 链 (6.81) 来 分 类 波 函 数 . 表 6.6 
给 出 此 链 中 每 个 李 代数 的 生成 元 , 不 变量 和 不 可 约 表 示 标 记 ， 其 中 
除 不 变量 п, 之 外 ， 其 余 均 为 Casimir T. 
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[ᾳ1 ο] = 


[v] 


*— (рро) δ(ογο), (-) (Qo Tr ÇZ 
200 — (ë + N)N 


570)? cone σος Veo 
didt + cSt — ο/(!ν — 6 + Ne)/u 


zoe το — v ο 
fu 


(fu I+ мс) 


fu = fu шу n ς 


War 
ӨӨ xk 


ο olr 145)P/N / ` = Ite 


'£/(N — fu) = 06 


"tu tu 5 
sw шуу! Moi" 


E= Ημ) 


EGO 


+ 
= = «0 Biy Ὁ) 
E =+ ож‘ 4 
ΠΝ 


я ωµί-) ÄT upt) "ts 


т (ро) /м/\ = "g 
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波 函 数 可 以 写 为 
11") [2515] (271) LM S М) -Inva LM S M.). (6.83) 
Hipa-n/2- S, ὃ = 25, v = 2а +b, b W bsk N – 2а -5 中 较 
ΛΗ. a 是 附加 量子 数 ， 反 映 5ο(Ν) 2 so(3) 的 非 简单 约 化 - 
64.2 ЗКЕН 
Е ao 0 0 п - М 中 较 大 者 ，[n/2] 是 n/2 的 整数 部 分 ， 且 
n = 2а + b, Wi] u(2N) D u(N) @ su(2), 的 约 化 为 
[1^] = @ln/2) [2215] 8 (5/2). (6.84) 


取 b Ἢ b PRK N – 2а — b PRNA, H| u(N) 5 so(N) 的 约 化 
为 
[2215] = Φ5, 9 (2^ 15). (6.85) 
u(2N) D sp(2N) 的 约 化 为 [1°] = 6, (1"). t no = min(n, 2N — 
п), 有 
v = по, по —2,::-,0, п = {8, (6.86) 
v = по, по 一 2,…,1， тп = 9. 
BC bo жиа N +1-u 中 较 小 者 , 且 =2a +b, ΜΙ sp(2N) Ὁ 
so(N) 9 su(2), HAMA 


v= {Β 
Dy- (2? 1 ) 8 (6'/2)， v= ñ. 


bo a! 4b! , 
a) = | e» Q0 T) @ (0/2), | (6872) 
à [v/2] 为 v/2 的 整数 部 分 ， 此 约 化 也 可 写 为 
(0) = e/2 (2° 1°) e (6/2). (6.87b) 


只 要 再 求 出 so(N) 5 so(3) 的 约 化 ， 则 求 出 了 波 函 数 所 需 的 全 
部 约 化 规则 . 此 处 仍 采用 先 求 wCN) Ὁ so(3) 的 约 化 规则 , 再 利用 已 
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知 的 (№) 5 so(N) 约 化 规则 ， 求 出 so(N) 2 so(3) 的 约 化 规则 . 
由 节 6.2 知 u(N) 的 不 可 约 表 示 [1°] 到 so(3) 的 约 化 是 已 知 的 ， 即 
[1°] = @8(b, LL), 其 中 8(b, L) 由 式 (6.27) Bi. HUN) 不 可 约 
表示 的 直 积 

es [22715],  2a+b<N, 


пе) 18] = 
ON bie] 2a + b > N, 
可 将 不 可 约 表示 写 为 
[252] = [1^**] @ [1*] o [1°+?+1] 815”. 


记 L 的 最 小 值 和 最 大 值 为 L. 和 δι, ἘΠῚ [110] e [15] & Pul f 
动量 工 的 重复 度 为 


Γι L+Li 
x(1°t*, 17, 1,1) = Y 8(а+ь) Y Βία, Γο), (688a) 
Li L2=|L—Ly| 


则 不 可 约 表 示 [251] 含 轨道 角 动量 工 的 重复 度 为 
х(18%+®,18, L.I — x(1**5*1, 1975, L1). (6.88b) 
HEA u(N) > so(N) 的 约 化 知 
(2715 = [2°1°] o [22 η, 
可 得 so(N) 不 可 约 表示 含 轨道 角 动 量 工 的 重复 度 为 


x(17*5, 1°, L,l) — x(19+b+1, 1771, L, D _ x(12+b-1, 17-1, L,l) 
+x(1°+b, 1272. L, D. 
(6.89) 
这 样 就 求 出 了 李 代 数 链 中 所 有 的 约 化 ， 
在 讨论 完 李 代数 链 的 约 化 后 ， 可 以 看 出 用 下 两 条 李 代 数 链 
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u(2N) 5 u(N) @ su(2), D u(1),, @ so(n) x su(2), 
D u(1), 8 so(3) x su(2),, 
sp(2N) @ su(2), D so(N) @ su(2), Q su(2), 
D so(3) @ su(2), & su(2),, 
分 类 波 函 数 , 具有 同样 后 果 . 因为 波 函 数 同样 为 n, u,a, D, М, 5, M, 
等 量子 数 所 决定 ， 具 体 为 
Inv S Μια] M) 
ΞΙΟΞ(Ν-ν)/2 М,=(п-№)/2 5 M, = L М). 
(6.90) 
64.3 CFP 系数 的 因子 化 
通过 直接 做 oj mo ämm FE 6.6 给 出 的 各 李 代 数 生成 元 间 
对 易 关 系 ， 可 以 证 明 产 生 和 淹没 算 符 是 各 李 代数 的 不 可 约 张 量 ， 
其 秩 由 表 6.7 BH. RE 6.7 ZS, а, „ 还 是 u(2N) 和 u( N) 的 
[] 秩 不 可 约 张 量 ， αἲ, μι, ΤΙ mm。 还 构成 su(2), 的 1/2 秩 不 可 
约 张 量 ， 分 别 对 应 于 1/2, 一 1/2 和 1/2,1/2 分 量 . 产生 和 淹没 算 符 
的 不 可 约 张 量 性 质 ， 对 СЕР 系数 的 因子 化 ， 具 有 重要 作用 . 
表 67 产生 和 漂 没 算 符 作为 不 可 约 张 量 的 秩 


any | 
ahn m, [1] [1] 1/2 T 
[N71] 1 [1851] 一 1 1⁄2 (1) 


由 产生 算 符 的 不 可 约 张 量 性 质 , 利用 Wigner-Eckart 定理 和 半 
单 紧 致 李 代数 的 完全 可 约 性 ， 有 
(n v Seklat|n — 1 νι δι αι Li),o(3)xs«(2), 
[n 5] 
(v S) 
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_ ( Ш p | gn X [1/2] [n3 δι 
[1 1/2] [п—1 Sı} [n S] (1 1/2) (νι $1) 


x (11/2) (νι δι) | (ν S) 
{ αι Ly al 


其 中 u(N) 和 so(N) 的 不 可 约 表示 分 别 用 [n 5] 和 (ν S) 标记 . 


(1/2 т-15]| fn 5] (11/2) (νι δι) | (S) n 
(1 1/2) (νι 51) (ν S) { αι Li aL 


别 为 u(N) D sol N) 和 so(N) 2 so(3) 的 约 化 系数 . 
[1] [17-1] [1°] 
[11/2] |151] 


[n 5] 
约 化 系数 ， 也 可 写成 I 


) (nllatlln — Ίων), (6:91) 


) 是 u(2N) > u(N) @ su(2), 的 
ume nj 

[enm [λι] 8/ὰ1] Nel ) 其 中 

[A] = [27275175], [А] = [n/2+S п/2— 5], [Ar] = [2(°—)/9—5: 125), 


[Aa] = [m — 1)/2+S, (n — 1)/2—5], 可 以 算出 


1. j(S41)(n-2S) 
Ins] / / n(2S+1) ' 


[1] [1^7] 
[11/2] i -15-1/2] 


(6.924) 
[1] [17-1] [1^] M S(n4-28 +2) 
11/2 [n-1S-1/2] | [ns] / - π(28 1-1) ` 
(6.920) 


采用 与 单 角 动量 费 密 子 同样 方法 ， 可 以 算出 产生 算 符 的 u(2N) 约 
化 矩阵 元 ， 
(nllat||n — 1) каму = Vi. (6.93) 
先 证 明 so(N) > so(3) 约 化 系数 的 倒 易 律 . НГЕ 
符 均 为 so(N) 的 不 可 约 张 量 及 它们 的 关系 ， 可 得 


11/2 15 v 5 
| ( ”) » "ë M Ñ ) ce station 51))so(N) 


z(—)th-Lu/2«8 ~S (211 δι +1) 
(2L + 1)(25 + 1) 
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(u+1 $1) 
ay Li 


x ( (11/2) (v S) 
| I aL 


Jen ϑι)|α![(ν 5) ао): 


两 端 取 绝对 值 平 方 ， 并 对 о, Г, ол, Li 求 和 ， 适 当选 取 相 因子 可 得 


((ν 3 如 (十 1 81)) (м) 


S dim(v4-1S 


其 中 dim(v 5) 为 so(N) 不 可 约 表示 (v S) 的 维 数 . 于 是 可 得 倒 易 
律 为 


(11/2) (v+1 S) 
l Q1 Γι 


(ν 5) 
aL 


) = (—)i+Ii-L+1/2+Si—S 


(214 + 1)dim(v S) (11/2 (ν S) | (+15) 
(2L+1)dim(v+1 51) l α 1, αι Ly | 
具体 为 
(11/2) (u+1S-1⁄/2) | (u 5) 
l αι "m aL 
= (јни (211 + 1)(28 +1)(N -v + 1)(0/2- S + 1) 


(2L + 1)(25)(N —v)(N —v/2+5 42) 


«| 03 8) | 118-12) 
l oL αι Ly ᾿ 


(ν 5) 
aL 


_ cena [ALAMOS +1 -v v2 € 8 3) 
(2L +1)(2S + 2)(N — ν)(Ν —v/2- S + 1) 


(6.948) 


(11/2) (0+18+1/2) 
l αι Li 
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(v 1584 1/2) 


αι Ly 


б ( (11/2) (ν 5) 
1 aL 


(6.94b) 
以 下 用 准 自 旋 代 数 su(2)。 的 不 可 约 表示 及 其 CG 系数 来 计算 
u(n) > so(N) 约 化 系数 ， 已 知 
(n v δα L||a!|Inn-1 νι δι αι Li)so(3)@su(2), = Yne(n, S, δι) 


x [11/2] [n-1 sı] | In S] (11/2) (νι $3) | (v S) 
(1 1/2) (νι $1) (v S) l αι Li oL | 
(6.95) 


fI RIPE HORIS BT 2K ЕЛ, 其 中 @ = (N-v)/2, M, = 
(n — №)/2, Θι = (N -- νι)/2, 可 得 


(nv S a Llat||n — 1v — 1 δι αι Li)so(3)xsu(2), 


[11/2] [n-15]] | [n 5] 
= упс n, S, δι 
Mi (ατα (v—151) μη) 
" (11/2 (ν--1 51) | (ν S) 
l αι L. aL 
= (1/2 1/2 QH /2 M,-1/2|Q zu (1 ® one) (v 2) 


x ((v S)lall(v—1 S1))s«(N)esu(2), (2). 
取 n = v, 可 得 约 化 矩阵 元 为 
((v 5)|α[(ν-! Si))so(N)@su(2),@su(2)ç 
= e(v,S,S,) / av (6.96) 
青 利 用 so(N) 2 so(3) 约 化 系数 的 倒 易 律 ， 可 得 


n 一 1z7 十 1 51 αι Lillalln usa І) „озу x su(2), 
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I [1 1/2] I[n-15] 
= —Vnc(n, S, $1) ( (1 1/2) (v +1 51) 


(25--1)dim(v S) I (11/2) (z 8) 


[n 8] ) 
(v S) 


(0+1 $1) | 


(25, +1)dim(v+1 51) ῃ al al L4 


(11/2) (#5) 
1 al 
x ((v +1 δ1)]α](ν S))so(N)@su(2), @su(2)ç ` 


al Ly 


= (1/2 1/2 Q M,|Q-1/2 ма (+1 "| 


注意 αἱ à BJ ο(Ν) @su(2), @ su(2), 的 约 化 矩阵 元 是 一 样 的 ， 于 
Ж u(N) 5 so(N) 的 约 化 系数 为 
( [11/2] [π--15ι] | [πο] ) 
0 1/2) (νι $1) (v S) 


(2N -n-v42)(v -28) 
2(N — v + 1)(n - 2S) 


‚ =v], δι--81-1/2, 


(2N—n-v42)(v--28 +2) 
2(N —v+1)(n4+ 28S + 2)’ 


(COPPA μας, n=l, $,;=S+1/2, 
ag /{n~-v)(2N-v+25+4) _ _ 
(—) "VON VET E2832) νιν, $,-S-1/2. 


(6.97) 
所 以 只 需 再 求 出 so(N) 5 зо(3) 的 约 化 系数 , 便 求 得 了 СЕР 系数 . 


6.4.4  so(N) > so(3) 约 化 系数 的 递 推 公式 


so(N) > so(3) 约 化 系数 尚 无 解析 公式 ， 只 能 用 递 推 公式 求 
出 ， 由 倒 易 律 (6.94) 知 ， 只 需求 出 下 约 化 矩阵 元 即 可 得 全 部 约 化 


μι Ξν--, S,=S-1/2, 
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系数 ， 


p vaL S|a!||w — 1 — 1 αι Li Si)so(3)@su(2), 
11⁄2 -15 5 
= yt, ο ο 
α 1, 
(6.98) 


{ αι Li 
设 辛 弱 数 小 于 v 的 态 已 知 ， 则 由 角 动 量 耦 合 从 辛 弱 数 为 — 1 的 
态 ， 可 以 得 到 v 个 粒子 具有 轨道 角 动 量 及 投影 为 LL.M 自 旋 角 动 
量 及 投影 为 5, М, 的 态 ， 


\W(v [αι Li Si] L M S M.) = [αἶν--1ν-1 αἱ L4 Si) Su 


= У (т Μι], M)(/2m, 51 M;,|S Μο) 
m Μ' m, Ma, 
x айл, ν-1ν--1 αι Li Mi δι Mj,). 
(6.99) 
|2 (и [αι Li 51} L M S Mj) 中 附加 量子 数 用 [ai Li 51] 标记 ， 也 
ЖАНУ 的 母 态 来 标记 . Vo 态 包 含 辛 弱 数 为 v 和 vw 一 2 WA 
BAA v - 2 的 态 可 以 用 已 知 的 态 lu u — 2 o> L M S M,) KR 
开 ， 于 是 
(и [ол ZA $3] L M S Με)) 
= A(v [αι Li Si] L S)|u v [αι LA 51] L M S Μι) 


+》 Β(ν [αι Li S1] L S o3)|v v-202 L M S M,). 
и 个 全 不 成 对 的 粒子 态 为 
[ии [o LA Si] L M S Με) 
= 1 μμ 
A(v [o4 LA 51] L S) 
-У BY [o L, ο... 


az 


{ww [o LA 61] L M S M,)) 


(6.100) 
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HT BMA vv-2o, L M S M,) 是 正 交 归 一 的 ， 不 同 辛 弱 
数 的 态 是 正 交 的 ， 所 以 
Biv [αι 1} 51] L S оз) = v v-2 a L 9а 6-10-10 L4 5η 
- tyris | (2L + 1)(25; +1) 
(21+ 1)(25 + 1)(У --ν +2) 
x (v-1v-10o4 Li Si|lat||y-2 v-2 a2 L S). 


(6.101) 
B |v v [o4 Jt] J M) 的 归 一 化 和 (6.101), 可 以 得 到 
Α(ν [αι Li 51] L S? 
= (Ψ(ν [o1 L4 Si] LM S MV [o4 LA 51] L M S M,)) 


- V B( [αι L4 5j] L S оз)? 


a2 


= 1+(—)?®1(214 +1)(251+1) У? |Ë La al 


ωστε] L 1 
、 | 1/2 S2 S! | Ν (—)256r, 1δο, s | 
1/2 S st (2L + 1)(28 + 1)(N — v +2) 
x (v-1v-104 Li Silat ||y-2 v—2 o [ο 59)”. 
(6.102) 
取 
R(v [αι Іл Si] αι Li δι L S) = δα, а, бр 1,55, 5 
+ (JE Litt, QD + DOL + DS + 1)(25у + 1) 


x l La LL )f 1/2 s, 8 
„ы! АЈ 12 5 δι 
(—)25ór r.Ós s, 

ΩΙ + 1)(25 + 1)(N -v +2) 


x (-1v—1 αἱ Іл Si|lat|u—2 v—2 ag Le 59) 
х (r-1v-104 Ly S||at||v.—2 v—2 a 72 S2), 


+ 


(6.103) 
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取 A(v [αι L4 SI] L S) AE, WA 


Α(ν [o4 L, St] L S) = VR |o, ТА 91] o4 Li 4! LS). (6.104) 
显 含 辛 弱 数 的 СЕР 递 推 公式 为 


(v v [αι LL S1] L 5||а и - 13v — 101 Li δι) 
R(v GA Li Si] αι I4 $i L S) 


_ mel nm em) (6.105) 
Riv [o^ Li S1] αι L^ S1 L 9) 


用 递 推 关 系 (6.105) 得 到 的 态 |v v [αι D, 91] L S), 虽 满足 归 
LA, 但 是 是 非 正 交 的 和 超 完备 的 . 任 取 一 组 [αι L^ Sj], 都 

给 出 一 个 态 , 但 它们 不 是 线性 独立 的 , 所 以 还 必需 从 中 选 出 一 组 
EZH- 完备 态 ， 也 就 是 说 , 每 从 v -1 到 "” 递 推 一 步 ， 必 需 进 行 
选取 正 交 归 一 完备 态 的 手续 之 后 ,才能 进行 下 一 步 从 vv 到 w+1 的 
递 推 所 以 说 , 显 含 辛 弱 数 的 递 推 关系 并 不 能 避 开 超 完备 空间 引起 
的 合 入 误差 问题 . 当然 由 于 因子 化 使 计算 的 态 空间 显著 减 小 , 是 有 
优越 性 的 . 
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在 原子 核 中 ， 核 子 的 同位 旋 了 是 分 类 态 的 好 量子 数 ， 本 节 将 
研究 具有 确定 角 动 量 j 和 同位 旋 1/2 的 全 同 费 密 子 体系 ， 在 中 心 
力 场 中 运动 的 波 函 数 . AME } 可 以 取 任意 正 半 整 数 . 下 面 将 依次 
讨论 李 代数 链 分 类 波 函 数 ， 准 自 旋 代数 so(5),, 李 代 数 链 的 约 化 ， 
СЕР 系数 因子 化 ， 和 显 含 辛 弱 数 的 递 推 公式 等 问题 ， 


651 ERRENAK 
将 具有 角 动 量 ^ 同位 旋 1/2, 投影 分 别 为 m, m, 的 产生 算 符 
和 削 没 算 符 简 写 为 а! 1⁄2 m, 一 = ah, ny @ m 1/2 m, 7 Om me 它们 
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满足 以 下 反对 易 关系 


{а}, me Ql mi} = (am mo aw mi} = 0, 


6.106 
{a}, та? Om! mi} = bm mom, mi ( ) 
体系 的 总 角 动 量 算 符 为 
h= > > mal, mlm таз 
ς (6.107) 


Ja = +Y > VG т) Em $F 1)/2ah gs m, im m. 
m, m 


Jo, Jii 是 空间 转动 代数 so(3) 的 生成 元 。 so(3) 的 每 一 个 不 可 约 
表示 J, 就 是 体系 的 总 角 动 量 . 体系 的 总 同位 旋 算 符 为 


To = (1/2) >` аі, 1/28m 1/2 — (1/2) Уа}, -1/2%т —1/2› 


(6.108) 
Ты Ἐν 1/2 5 а}, 41/2%m 1/2: 


To, Ti 是 同位 旋 空间 转动 so(3), = su(2), 代数 的 生成 元 ， so(3); 
的 每 一 个 不 可 约 表示 T, 就 是 体系 的 总 同位 旋 . 

RN = 23 十 1, 具有 确定 角 动 量 j 和 同位 旋 1/2 的 全 同 费 密 子 
体系 的 巨 希 耳 伯 特 空间 由 算 符 


Gl, πι, бт т, — 1/2, al m Om mi; 

al m, а}, пиз Om mm! mis al, m, 4m! mis 

m,m!—j,j-1, mm = 1/2, -1/2, (т, ть) (т, т!) 

(6.109) 

生成 , 它们 构成 李 代 数 so(4N +1) 的 生成 元 , 其 Cartan 子 代数 的 基 
为 Hmm, = al Gmm, - 1/2, πι = j;j71, δν m = 1/2, -1/2. 
代表 费 密 子 巨 希 耳 伯 特 空间 的 是 so(4N+1) 的 (1/2,1/2,…,1/2) = 
(1/20) 不 可 约 表示 ， 其 最 高 权 态 是 每 一 个 磁 量 子 数 上 有 一 个 粒 
子 . 
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so(4N + 1) 有 子 代 数 so(4N), 其 生成 元 为 


al ањ m, — 1/2, 


m me 
αἱ, т» γη) mi) Gm т, Gm! m? al, mlm mi 

7 . . "o , i 
m,m —53-10,-5,- m,,m, —1/2, -1/2, (m, mz) z (m', mj). 


(6.110) 
BD ER Т ЮЛ Ж-ДИ К, ΕΒ so(4N +1) 的 全 部 
生成 元 ， 其 Cartan 子 代数 基 与 so(4N + 1) 一 样 . 所 以 有 偶数 个 
粒子 的 态 与 有 奇数 个 粒子 的 态 ,在 so(4N) 的 作用 下 ， 不 会 相互 转 
化 . 不 可 约 表 示 ((1/2)?) 给 出 有 偶数 个 粒子 的 巨 希 耳 伯 特 空间 ， 
不 可 约 表示 ((1/2)2N-1, —1/2) 给 出 有 奇数 个 粒子 的 巨 希 耳 伯 特 空 
[B]. 

粒子 数 守 恒 的 最 大 李 代 数 为 (2N).u(2N) 的 Cartan 子 代数 基 
为 πι т. = al, mam mo 其 他 生成 元 为 dh, a, т, 其 中 m,m = 
J,j-l,,— mum, = 1/2,—1/2, (m, mi) Z (m, mi). ΒΒ n Л 
子 的 空间 构成 u(2N) 的 一 个 不 可 约 表示 空间 ， 注 意 费 密 子 满足 泡 
利 不 相 容 原理 ， 所 以 标记 此 不 可 约 表 示 的 最 高 权 为 [17]. 

为 了 以 后 写 转动 不 变 的 形式 方便 ， 常 将 u(2N) 的 生成 元 写成 
so(3) Q «υ(2)ι 的 不 可 约 张 量 形式 . αἱ, „, 是 so(3) 的 了 秩 不 可 约 
张 量 ， 是 su(2): 的 1/2 秩 不 可 约 张 量 ， 而 амы, 却 不 是 οο(8) 和 
su(2), 的 不 可 约 张 量 ， 可 以 证 明 ἄπ κ, = (—) tmm q m, 
是 so(3) 的 j 秩 不 可 约 张 量 ， su(2) 的 1/2 秩 不 可 约 张 量 . 所 以 
在 写 不 可 约 张 量 形式 时 ， 总 用 ämm КЖ au u(2N) 生成 元 
的 不 可 约 张 量 形式 为 

(aas = У  (Im'lmlkq)(1/2 m] 1/2 me πὶ 
Xa, m Gimmes k-0,1:52j, к=0,1, 


qg=k,k-1,---,-k, xx k&-l,--,—-k, 
(6.111) 
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жашай ЕЯ (6.79). 

总 粒子 数 算 符 ἣν = Em m anm amm = V2N(ala)0 ὃ 生成 
BARR (1). ΠΠ u(2N) = (1), 6 su(2N), su(2N) 是 so(4N) 的 保 
持 粒 子 数 守恒 的 子 代数 . 在 等 价 原 则 下 ， su(2N) 的 不 可 约 表 示 也 
用 [1"] 标记 . 

u(2N) 的 空间 部 分 ， 即 生成 元 (atak 生成 李 代 数 uN). 其 
生成 元 的 非 耦 合 形式 为 Emm = Dn, Gham üm m: 其 Cartan F 
代数 为 Hm = Em πι = Lm: tn πει Am me m=j,j3-1,-::,-j. Hm 
是 角 动 量 投影 为 m 的 粒子 数 . 考虑 到 泡 利 不 相 容 原理 ， 投 影 为 m 
的 粒子 数 最 多 可 以 有 两 个 ， 所 以 标记 wu(N) 不 可 约 表 示 的 最 高 权 为 
[A] = [221*]. 而 v(N) = u(1), Ф su(N), 在 等 价 原则 下 ， su(N) 的 
不 可 约 表示 也 用 [2512] 标记 . 

su(2N) 的 空间 部 分 ， 由 对 易 关 系 (6.79) 可 以 看 出 ， 当 上 大 = 
1, 3,… ,27 等 奇数 时 ， (αἰᾶ)᾽ ὃ 构成 4(N) 的 子 代数 sp(N). sp( N) 
生成 元 的 非 看 合 形式 为 


Emm = (~) tE m m 十 (Ενω m: 


取 m = j,j—1,---,1/2, 其 Cartan 子 代 数 的 基 可 以 取 为 Hz, = 
(—) "En —m = y» at, mam m, 一 У, atn mil-m m, » 
Hn 是 角 动 量 投影 为 т 的 粒子 数 减 去 角 动 量 投影 为 -m 的 粒子 
Ж. 考虑 到 泡 利 不 相 容 原理 ， 标 记 pN) 不 可 约 表示 的 最 高 权 态 
为 (2418). 

so(4N) 还 有 子 代数 so(5)v, 其 生成 元 除 同位 施 算 符 Ty, Tas 外 ， 
还 有 

D=N-ñ, ñ= Y ak, Gam mes 


m mi 


~ Ν,. 

Р, = y; @&%  q=0,+1, (6.112) 
N 

Р} = ү 5 («001 q = 0,41. 
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442 uL 


6/(fu — 9 ΝΟ)! — Z/(9 + NN 


0 a (2,9) ο α(ν 


w te 


4 


89 Ж 


81(2,9e/NG + Lez = ^r 


5 = 5 “9 (ο Ὁ) 


Я ppl) H Iw)= “w = 
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其 中 ñ 是 粒子 数 算 符 ， 它 生成 的 李 代 数 可 记 为 u(1)a. D 生成 的 
李 代数 记 为 u(1)a. Рі, Б, RAMP EAM RA, EH 
有 同位 旋 量 子 数 . so(5); 也 称 为 准 自 旋 代数 ， 直 接 做 对 易 关 系 可 
以 证 明 sp(N) 是 so(5) PEH. 
描述 含 同位 旋 费 密 子 体系 的 李 代数 链 ， 可 以 归纳 为 以 下 两 条 
80(4Ν + 1) D so(AN) D u(2N) D u(N) @ su(2), 


2 u(1), 8 sp( N) & su(2), D u(1), & so(3) & su(2),, 
(6.113) 


so(4N + 1) D so(4N) D so(5), ® sp(N) 
D su(2), @ u(1)a ® so(3). (6.114) 


对 于 粒子 数 确定 的 态 ， 常 用 李 代 数 链 (6.113) 来 分 类 波 函数 , 表 6.8 

给 出 此 链 中 每 个 李 代 数 的 生成 元 , 不 变量 和 不 可 约 表 示 标 记 . 其 中 

除 不 变量 ñ 之 外 ， 其 余 均 为 Casimir 算 子 . 

ЩЫ 5 A 
|1°] [2°1°] 8 (227 17) a J M T Mj) = |n B (st) aJ M T My), 

(6.115) 

Аф а= п/2-Т,ь= 2Т, n 是 粒子 数 ， 人 是 同位 旋 ，s = 2a +b 1 

表 空 间 部 分 不 成 对 的 粒子 数 ，s 称 为 广义 辛 弱 数 ,也 简称 辛 弱 数 . 

#= 5/2,t 称 为 约 化 同位 旋 ， 是 不 成 对 的 粒子 的 同位 旋 ， o 是 反映 

sp(N) D so(3) 非 简单 约 化 的 附加 量子 数 ，B 是 反映 u(N) 2 sp(N) 

非 简单 约 化 的 附加 量子 数 . 


6.5.2 οο(ὅ)ι 的 不 可 约 表 示 和 约 化 系数 


3.3 节 曾 在 Gelfand Ж, $H so(5) 的 不 可 约 表 示 和 约 化 系 
Ж. 此 处 要 求 so(5), 的 不 可 约 表示 ， 需 保持 体系 具有 确定 的 粒子 
数 和 同位 旋 ， 即 要 求 在 李 代数 链 


so(5), D su(2), ® υ(1}α (6.116) 
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T, Ж so(5): 的 不 可 约 表示 和 约 化 系数 ， 虽然 在 此 链 下 表示 和 约 
化 系数 ， 比 第 三 章 Gelfand 基 下 的 表示 和 约 化 系数 要 复杂 得 多 , 但 
这 是 必须 满足 的 物理 条 件 . 类 似 情况 在 物理 问题 中 经 常 遇 到 . 
已 知 so(5), 的 生成 元 为 Ty, P!,P,,D, q = 0, +1. 设 Cartan + 
代数 的 Chevalley Æ% ha, ha, 也 可 取 Cartan 子 代数 基 为 


D = Όλα, + ha, = N — ἃς, 


(6.117) 
To = haz /2. 


同位 旋 算 符 T = -TauTa -TaT tT 5 D, To 一 起 构成 一 
组 可 对 易 力 学 量 ， 所 以 可 取 D,T2 T, 的 共同 本 征 矢 为 表示 空间 的 
Ж, Hop d? 本 征 值 为 同位 旋 量子 数 ，D, To 的 本 征 值 为 权 ， 设 不 
可 约 表示 的 最 高 权 为 (êt), WA 


p (0 J= (61) ) 
eT8 M, eT8M, 

72 (ét) J Erao (60) ) (6.118) 
e T B M, eT B Μι 


0 


60 \_„| 69 
eT BM, ‘eT BM, |’ 


Xp ἐ Χι e 的 最 大 值 ， 以 后 可 以 看 到 ， 附 加 量子 数 T 不 足以 解除 
权 空间 的 简 并 ， 所 以 在 这 组 基 下 ， 存 在 附加 量子 数 S 的 问题 ， 由 
于 附加 量子 数 问题 存在 ， 故 致 今 尚 未 能 全 部 给 出 so(5), 的 不 可 约 
表示 和 约 化 系数 的 解析 表达 式 ， 下 面 介绍 用 张 量 基 方法 求 不 可 约 
表示 并 给 出 部 分 有 用 结果 . 

在 基 (6.118) F, D,T, ΠΕΠ ΑΠ, H s B KR H 
Рі, P, ВЗ 83 ЖН ТЖ. H T, 和 Pf, P, 的 对 易 关系 可 
以 证 明 Pf, P, 均 为 su(2), 的 1 秩 不 可 约 张 量 . Pi 使 D 的 本 征 值 
δὰ 2, P, 使 D 的 本 征 值 加 2. 因此 只 要 求 出 它们 的 约 化 矩阵 元 就 求 
出 了 不 可 约 表 示 . 对 最 高 权 态 有 
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,| (ét) \_ (г) \ - 
P, MEC Τμ EP о (6.119) 
即 最 高 权 态 是 全 不 成 对 的 粒子 组 成 的 ,所 以 e= N — з, 相应 的 t+ 正 
好 是 约 化 同位 旋 . 
因此 可 以 看 出 用 下 两 条 李 代 数 链 


u(2N) D u(N) 9 su(2), D u(1),, @ sp( N) x su(2), 
> u(1), @ so(3) x su(2),, 
sp(N) @ so(5), D so(3) ® su(2), 


分 类 波 函 数 ， 具 有 同样 结果 AAR BRIAR п, B, (s t),0, J, M, 
T,M, 等 量子 数 所 决定 . 具体 为 


| G) 
[n Bñ (st) e J M T M,) = Ta (e TD): 
ἐξ М№- 8, є= Ν --π. (6.120) 


P}, P, 满足 对 易 关 系 


[P,, PI] 一 —2V2(1 q1q'|1 q*4 )Т+е + (-)* -aD. (6121a) 


也 可 把 对 易 关 系 写 成 耦合 张 量 形式 
(PP1)8 – (PIP) = -V3D， 
(PPt)! + (P!P)] = -242T;, (6.121b) 


(PP; - (PIP)? = o. 
定义 约 化 矩阵 元 为 
( (9 |y 
eTM,B| * 


(êt) 
= 8o «12/1 q T! MIIT M. РЇ 
aT мт ate) (I er 


(£t) ) 
ε' Τ' Mj 8' 


(ét) ) 
ere (6.122) 
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(Pi)! (δι (6.123) 


КИП) 
e+ 2 T” β' eT f 
rer [20 +1 / (0 || + 
(-) ms Gral? 


(ë t) ) 
ΣΤΡ (6124) 


取 相 因子 使 约 化 矩阵 元 为 实 ， 所 以 只 需求 出 Р! 的 约 化 矩阵 元 即 
可 . 

以 下 用 递 推 方法 求 Pi 的 约 化 矩阵 元 . 设 不 可 约 表 示 (ë t) rh, 
D 本 征 值 大 于 є 的 正 交 归 一 态 是 已 知 的 ， 如 


(êt) 
ce 十 4 T" М! p" ? > 


(Et) 
e+2T' MIB f° 


是 已 知 的 ， 则 可 定义 D 本 征 值 为 6 HAA 


(¿t) ) 
eT (T' @') M, 


et 
= Уат ΜΙΤ мур! εν ). 
7] c 2T! β' M! 
qM; (6.125) 


(6.125) 态 中 附加 量子 数 (T 5) 表示 此 态 是 用 对 产生 算 符 耦 合 于 
上 一 级 e+ 2, 其 同位 旋 和 附加 量子 数 为 T' 9 的 态 而 得 ， 显然 
这 样 得 到 的 态 是 超 完备 和 非 正 交 归 一 的 ， 由 (6.121) 和 (6.124) 可 
得 内 积 


(êt) (êt) 
cT (T" B") M, | eT (T' в) Μι 
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= бт” тебре ple + 4 + T'(T" + 1) — T(T + 1)] 
1 T T | 


+Y (rtr Greer) D 


T8 
d p" |? 425) 
(Et) ;) (6.126) 


(ë t) |” 
Comp ε!-4Τβ/᾽ 
容易 证 明 此 内 积 与 Μι 无 关 ， 并 且 等 于 约 化 矩阵 元 


êt) 
n» 


ΠΝ 


(ét) 
€ T (T’ B") Μι ) 
= ( GD) (D) ) . (6.127) 
eT (T" В") eT (Т' B') 
所 以 (6.126) 也 就 是 约 化 矩阵 元 的 递 推 公式 ， 当 然 此 是 非 正 交 归 一 
态 下 约 化 矩阵 元 . 
以 超 完 备 非 正 交 归 一 态 内 积 为 矩阵 元 组 成 矩阵 


(| 
€ T (T” B") € T (Τ' p^) 


S 的 秩 即 是 so(5), D su(2): 8 u(1)a 约 化 的 重复 度 . 用 Schmidt 77 
法 将 5 对 角 化 ， 并 用 重复 度 控制 对 角 化 过 程 ， 即 可 求 出 D 本 征 值 
为 “的 正 交 归 一 态 ， 从 而 得 到 在 正 交 归 一 态 下 约 化 矩阵 元 . 
对 给 定 的 不 可 约 表示 (Et), 从 最 高 权 态 开始 递 推 ， 原 则 上 可 以 
求 出 任何 不 可 约 表示 . 例如 对 不 可 约 表示 (11/2), 不 存在 附加 量子 
数 问题 ， 且 只 有 下 约 化 矩阵 元 不 为 零 ， 即 
oun) V3, 


( C ¿ba (ls 
—11/2 1 1/2 11/2 —1 1/2 


_ ( (t) 
~ eT (T" p") M, 
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其 中 态 是 已 经 归 一 化 的 ， 所 以 不 可 约 表示 (1 1/2) 的 表示 空间 基 为 
(e T, Mj) = (1,1/2, 1/2), (1,1/2, 1/2), (—1,1/2, 1/2), 和 (—1,1/2, 
-1/2). 

但 由 于 实际 计算 太 繁 复 ， 至 今 只 得 到 部 分 不 可 约 表示 的 解析 
表达 式 ， 在 附录 中， 将 给 出 不 可 约 表 示 (é t), t = 0,1/2,1,3/2, 
2,5/2, Ж € = 2t,2t 十 2 时 的 解析 表达 式 . 

现 讨论 在 李 代 数 链 so(5), D su(2), & u(1)a F, so(5), 的 约 化 
RB. 设 (ё, ti), (êz to) 为 so(5), 的 两 个 不 可 约 表 示 ， 其 表示 空间 


(à t1) (ez t2) 
和 . 其 直 积 
ει Ti βι Ma ) ) RERA 


的 基 分 别 为 
| єз Το Bo Mi 
(& t1) e (ez 19) = Qe: μάς t) (ê t). (6.128) 


直 积 约 化 一 般 不 是 简单 的 ， nkea 是 不 可 约 表示 (61) 的 重复 度 . 
(ë, t) 表示 空间 的 基 可 以 写成 

y (ét) 

eT B 


^Y (€ t) _ У) (ê tı) (êz t2) 
e T B M. ει TB το Tapa \ E 1101 €2 Te Be 


(& а) 
ει Ti Ві Ма 


x >` (Т, Ma T> Mi2|T Με) 
Μεν Mi2 


(ë t2) ) 
єз T> Bo М ' 
(6.129) 


其 中 (Τι Ma T> Мь|Т Μι) 是 su(2), 的 CG ἌΝ, 7 是 反映 直 积 非 

简单 约 化 的 附加 量子 数 ， y = 1 теа. so(5), D su(2), 9 u(1)a 
的 约 化 系数 满足 以 下 选择 定 则 
(êi tı) (ét2) | y (êt) 

» Т.В e> T> 82 тв) 
#eZe te, Т T, -- T|, — Т»| + 1,---,Т\ + Т», 

(6.130) 


5 
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且 满 足以 下 正 交 归 一 关系 : 
( (Ab) (ë ta) 
ei Ti Boe, Ta fo V El Τι В е Т 8; 
x ( (at) (é ta) 
ει Τι Ві e Tz 82 
== δη; δε’ 264 εδει εδβ’ 8, 


у (€t) 
eT 8 
Y ( (аһ) (ёё) | Y(ë1) ) 
meteg \ ате 670 | «ТВ 
x ( (à t1) (ё ta) | y(ét) ) 
ει Τι fi eTjób | «TB 
= δει 571 Τι bp βι δε, ет: 58: Bo: 


约 化 系数 满足 下 递 推 关 系 
( (6111) (êz ta) "RAN (et) |? (1) ) 
17181 c2 T2 fol eT 8/ Ne T B e+2 T' 8! 

, 1 7 T 
= _ 1+Тү+%+Т ΤΙ + QT +1) 1 
pi ) (27, + 1)(2T ZUM т т 
x ( (ё t1) (êz t2) |  (€t) ) 
€14-2 ΤΙ ñ є T; Go| €+2 T B' 
«( (êi tı) pt (& &) ) 
ει Τι βι є1+2 Тү В! 
+ y` (2) TH" T, + Vr rot 
ИА 
y (ét) ) 
«4-2 T" В 


x ( (à t1) (ë> t2) 
€1 Ti fi e) 2 T; B, 
(ἐν ta) ) (6.132) 
€9+2T% p / ` i 


ên t 
κί (ё 2) Р 
€2 Tz Be 


这 是 从 e KEER e 小 的 递 推 关 系 . 24 (61 ti) @ (62 10) 不 是 简单 约 


Y ét) 
e T β’ 


(6.131) 


1 Tp т) 
T T T 


t 
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化 时 ， 递 推 关 系 (6.132) 不 能 完全 确定 约 化 系数 .所幸 在 CEP Ж 
数 计算 中 ， 只 用 到 不 可 约 表示 (11/2) 与 其 他 不 可 约 表示 直 积 ， 这 
是 简单 约 化 的 ， 式 (6.132) 足以 确定 约 化 系数 的 绝对 值 . 因此 在 适 
当选 择 相 因子 后 ， 可 以 得 到 所 需 的 约 化 系数 . 在 附录 H 中 将 给 出 
(11/2) 与 (êt) 直 积 ， 当 上 = 0,1/2,1,3/2,2, 及 与 (2t t), (2129) Ë 
积 的 约 化 系数 ， 

6.5.3 ” 李 代 数 链 的 约 化 


HX ao = max(0,n — N), max 表 宗 量 中 较 大 者 ， [n/2] 是 n/2 
的 整数 部 分 ， 且 n= 2a +b, Mj ul2N) 2 u(N) g su(2) 的 约 化 为 


[1^] = Ф1"/21 [281] @ (b/2). (6.133) 


ШЕ L-S ΒΒ Sr u(2N) 2 u(N) 9 suf(2)。 的 约 化 (6.84) 式 一 样 . 
u(N) 2 sp(N) 全 反对 称 表示 [1] 的 约 化 由 (6.23) 给 出 ， 而 表 
m [2215] 一 般 不 是 简单 约 化 的 ， 利 用 sp(N) 不 可 约 表示 的 直 积 
(1°) 8 (1°) = ez, e£, 7719719), Da, 
k = max(N/2 —c, 0), Í = min(k,a), (6.134) 


其 中 min 表示 取 宗 量 中 较 小 值 . 可 以 得 到 u(N) 2 sp(N) 约 化 递 扒 
公式 


й 
[2015] = [22215] ө > ` Y (251°), 
° À 


(0 ¢=min(at+, N+1-a-b (6.135) 
В = тах(0, а-о), f = min(a, с-а), 

当 = (BN, а = 0, 2,.:.,< с, 

当 = ΕΜ, a=1,3,---,<e. 


递 推 初 值 为 
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ΠΝ | α9θ(0-Θ.. (0, b=, 


(15}Θ (1036... (1), b= 3853, 
(219) Ф (1°) e 21*7?) g (1?) e... @ (12) e (2), 


b = {8 < N/2, 
(215) @ (1°) Ф (215—2) Ф (17?) e... e (21) e (1), 
b= #{ < N/2, 
(1°) e (21972) e 1*?) e (1?) e (2), 
b= N/2 = $, 
(1°) e (217?) e 1*7?) e... (19) ө 21) e (1), 
b = N/2 = 奇 ， 
Q*7? e (71099) e (1522670) ө... e (12) @ (2), 


219] = 


b= N/2 + í = #, 
(12-21 Ф (215-26) Ф (15-2691) Θ...Φ (1), 
b= N/2+ i= Ñ. 
(6.136) 
用 此 初 值 和 递 推 关 系 (6.135), 可 求 出 所 要 的 u(n) 5 sp(N) 约 化 . 
只 要 再 求 出 sp(N) D so(3) 的 约 化 ， 则 求 出 了 波 函 数 所 需 的 全 
部 约 化 规则 .用 (6.134) 式 可 得 
(271°) = (1%) @ (12) Ф (12+?) 9 (1272) 
Ө (1°+°+1) @ (12-7) Ө (12*571) 9 (1271). 
(6.137) 
已 知 sp(N) 的 不 可 约 表示 (1°) 含 角 动 量 J 的 重复 度 γία, J) HR 
(6.28) th. HA (1*) (1) 含 角 动 量 J 的 重复 度 为 
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Ja J+J> 
w(1*,1J) = У 30,5) у) (Л), 
J2—À; J12|J— J3] 
当 = IË, J, = 0, 
当 = A, J, =1/2, = ЫМ - b)/2. 
(6.138а) 


由 (6.137) 得 sp(N) 不 可 约 表示 (2515) SAME J 的 重复 度 为 


x(2215 J) = w(1**5,1*, J) + wet? 1172. J) 
_ w(ietett 12-1 J) _ ш(1@+%-1, 12-1, J). 
(6.1381) 
这 给 出 了 李 代 数 链 中 所 有 的 约 化 规则 . 文献 [28] 中 有 部 分 结果 . 


6.5.4 ”CFP 系数 的 因子 化 


通过 直接 做 oj u.s ds s, 与 表 6.8 给 出 的 各 李 代 数 生 成 元 间 
对 易 关 系 ， 可 以 证 明 产 生 和 汰 没 算 符 是 各 李 代 数 的 不 可 约 张 量 ， 
其 秩 由 表 6.9 给 出 ， on。 还 是 u(2N) M u(N) 的 [1] 秩 不 可 约 张 
Е. ämm KHUN) fl uN) 的 不 可 约 张 量 , 而 是 除去 粒子 数 算 
符 之 后 的 su(2N) 和 su(N) 的 [PN 7] 和 [171] 秩 不 可 约 张 量 . B: 
表 6.9 231, а} а), 1 -Gm 1/2 和 —й„, -1/ 还 构成 so(5): 的 
(11/2) 秩 不 可 约 张 量 ， 分 别 对 应 于 (—1,1/2,1/2), (—1, 1/2, -1/2), 
(1,1/2,1/2) 和 (1,1/2,-1/2) 分 量 . 产生 和 淹没 算 符 的 不 可 约 张 量 
性 质 ， 对 СЕР 系数 的 因子 化 ， 具 有 重要 作用 . 


表 6.9 产生 和 泽 没 算 符 作为 不 可 约 张 量 的 秩 


由 产生 算 符 的 不 可 约 张 量 性 质 , 利用 Wigner-Eckart 定理 和 半 
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单 紧 致 李 代 数 的 完全 可 约 性 ， 有 
(n B (s tja J T||a!||n — 1 βι (ву t1) αι Ji Ti)so(3)xsu(2) 
_ I Ш gp | πη | 
11/2] m-1m]| [nT] 
x | [11/2 [π-1Τι] | [nT] ) (6.139) 
(11/2 ñ (siti) | B (st) 


(11/2) (st) | (st) 
κί j ал J ) lett = Όλων, 


α 


其 中 u(N) 和 sp(N) 的 不 可 约 表示 分 别 用 [n ΤΊ 和 (s t) 标记 . 
» 1/2) [n - 171] | [nT] ) m (au (sı б) e) 
a J 


(11/2) В (s1t1) | 8(st) 
) Ж u(2N) D u(N)@su(2), 的 约 化 系 


j αι Л 
分 别 为 w(N) 2 sp(N) 和 sp(N) > so(3) 的 约 化 系数 


[1] [^7] | n" 
(11/2) I — 1 τι] 


[n T] 
数 , 也 可 写成 ( 


[1] [1^1] [1"] 
[18 [1] ἱλι]8 [Αι] | Ne 内 
[A] = [212-7 77], X] = [n/2+T π/2--Τ], [A1] = [207 9/27n.1?5], 
[h] = [(n—-1)/2+T, (n-1)/2-7,]. 其 值 由 (6.92) 给 出 ， 即 


[1] [1^71] 
[1/9] [π-1ΤῚ] 


采用 与 单 角 动 量 费 密 子 同样 方法 ， 可 以 算出 产生 算 符 的 u(2N) 约 
化 矩阵 元 ， 


不同 标记 


[17] 


[n ΤΊ ) = c(n, T, Ti). (6.92’) 


(nlla! [η — 1) ом) = vn. (6.140) 
于 是 可 得 
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(n B (s t) Q J Tja! |n 一 二 fi (sı tı) αι Ji Τι) 20(3)@eu(2), 


_ mm 人 1/2 [π--ι τι] 4) 
(11/2) ñ (sı tı) | 8 (st) 


、 ( (11/2) (5ι ё) | (st) ) 
aJ 
(6.141) 


j αι Л 
先 证 明 sp(N) > so(3) 约 化 系数 的 倒 易 律 . AAP EMRE 
符 均 为 sp(N) 的 不 可 约 张 量 及 它们 的 关系 ， 可 得 


(11/2) (st) 
j а Ј 


(8—1 ti) 


αι Л 


Je (5-1 ἐπ) tilélls (s t) t).s(w) 
(s t) 
aJ 


两 边 取 绝对 值 平方 , 并 对 а, J,0;, Ji RA, 选取 相 因子 使 约 化 矩阵 
元 为 实 ， 可 得 


(s (s t) Π[α| [5 — 1 (s— 1t1)) se) 


=(—) HIHHH (274-1)(2t--1) / (11/2) (8—1) 
х= (2Л+1)(2 +1) 7 αι ὧι 


x (s (st) t|la!||s — 1 (s -- 1 ἐ1))ορ(ν)- 


_ [Qt 4 1)dim(s-1 tı) . 
= оге) V 1 (8-1 ἐν) ty]| à [5 (s t) thapiny- 


于 是 得 倒 易 律 为 
(11/2 (st) | (s— lt) (Сулы 
了 aJ Q1 Ji 
(2J; +1)dim(s t) j αι οι aJ μ᾿ 
(6.142) 
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其 中 (N) 不 可 约 表 示 (st) 的 维 数 dim(st) 为 


dim(s t) = (N+3)!(N-+1)! 
(2t--1)(N -3— 5)(N 4— s 2t) (N -4— s —2t) 


(N+4—s/2+t)(N+3—s/2—t)\(s/2—t)'(s/2+t+1)! 
(6.143) 


再 证 明 so(5), D su(2), & u(1)a 约 化 系数 的 倒 易 律 ， 利用 产生 
MMB RAGA sp(N) 和 so(5), 不 可 约 张 量 的 性 质 ， 取 相 因 子 使 约 
化 矩阵 元 为 实 ， 可 得 

(11/2) (st) | (sih) (11/2) (ét) (& h) 

j а Ј 11/2 eBT | є+12 Т 
x ((s1 t1)llall(s t))¿p(N)eso(5), 

(27+1)(2Т+1) 

(2л 4 1)2Ti +1) 


(s t) (11/2) (ёа) 
аЈ | \ A12 HAN 


al J; 


= (-y-nu/aT-T, 


x ( (1/2) (at) 


j αι Л 


(êt) 
eGT 
代入 sp(n) Ὁ so(3) HAE, ЖН sl =s- 1, В е, - é+ 1, 8 


(êt) 

εβΤ' 

(271 + 1)dim(s—1 ἐπ) 
(2T + 1)dim(s t) 
((s—1 ti)llall(s t)) sp(N)eso(s). 

(s t)lall(s—1 t1) ap(N)@s0(5), 
x (11/2) (ét) (6-1 h) 
11/2 e8T | A T, / ` 


x ((s Ollall(s ἐ))ορ(Νγϑαο(ϑγ.- 


(11/2) (61111 
—1 1/2 є+1 81 Т 


= (λεν -T+T 


323 


Ж n= s, Bl ἐ--ε, T = 1,Τι = t, E: Ë 


(11/2) (êt) 
11/2 ét 


(64-14) )-ι 


ё+1%һ 


可 得 sp(N) @ so(5), 约 化 矩阵 元 之 比 为 


((s -1 ti)lla||(s t))sp(N)@so(5), 

((s t)la||(s— 1 t1) αρ(Ν)Θεο(δ)ι 
К (2t + 1)dim(s t) (11/2) (ê+1 t) 
© ү Qh + Ddim(s-16) V -11/2 1 


(êt) 
et /’ 
其 中 约 化 系数 

1/2) (411) eo) 


-11/2 ён | êt 


| (ë +3)(ë + 1 — 241) 


—— t-ti t1/2 
(ë + 4)(ë + 3 — 211) 1+1/ 


t (ë +3)(¿ + 3+ 2t1) 


, t= t — 1/2, 6.144 
(€ +4)(€ + 5+ 211) 1=1/ (6.144) 


于 是 得 so(5), D su(2), 9 u(1)a 约 化 系数 倒 易 律 
( (11/2) (6414) 


(êt) 
-11/2 €4+14,% | «@T 
ση | @+1)(@1 +1) (° 1/2) (6-14) 


d 
êt. 


(6.145a) 
RM δι = s+1, ë = ë— 1, 可 得 另 一 个 so(5): Ὁ su(2), & u(1)a AW 


(2t1+1)(2T+1) \ 11/2 ¿+18 
x (11/2 (ἑ9 | (€+14) 
11/2 e8T | e+1p 7 / ` 
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系数 倒 易 律 


(11/2) (9 
11/2 є8Т 


(é-1 ty) 

є+1 βι Τι 

arn, ας ο... 
(21+1)(2Ту+1) \ -11/2 et | еса 


αυ) ела | 69 
εβΤ | 
(6.145b) 


-11/2 e+1 βιτΤι 
以 下 用 准 自 旋 代 数 so(5), 的 不 可 约 表示 及 CG 系数 计算 
u(n) D sp(N) 约 化 系数 ， 用 (6.120) ἈΠ 


(n B (st) a J M T Mila! 


т те 


[n — 1 By (31 tı) αι Л М, Ti Mn) 


at 


m me 


_ (ë t) (à ti) 
e 8 T Mila J M) e+1 8; Τι Ма (αι Jı Μι) | 


ih ¿= N — s,ëà = N — s, e = N п. ЖДД ЕЖЕ so(5), 的 
(11/2) 秩 不 可 约 张 量 算 符 ， 可 得 


(é t) 
e BT 


(& t1) 
(αι A Mi) so(5), 
(11/2) (siti) 
7 αι Ji 
[2/2 ΤΙ2Τ] ) 
Bst) 人 


(1 1/2) (à ἐν) 
-11/2 «418% 


/eg |, 
(a J M) 
= yne(n, T,T3)(j m J4 MI zn 


x | П] [20%-10/2-7 127] 
(1 1/2) ñ (sı tı) 


(st) 
aJ 


注意 so(5), 约 化 矩阵 元 与 є, В, Т, 53, Τι 等 量子 数 无 关 ， 取 n = 
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з, T-t,s-s-l Τι =t, ЖАРЫ} ЖАК Е 


[27/2-T1?T] | 


11/2) (n - 17) 


( [1] [2(n-)/2-7s 125] 
( (n T) 


得 so(5), 约 化 矩阵 元 为 
εὐ. |. 
(a J M) 


= Vsc(s,t,ti)(j m Jı M.|J M) 


(à t1) 
(αι A Μι) so(5)* 
I (11/2) (sit) 


j al Ji 


(s t) 
αἱ 
(г) V. 
et 


(11/2) (ёна) 
-11/2 ¿Hh 


于 是 得 u(N) 5 sp(N) 约 化 系数 


( [1] [2(n-0/2-T: 1211] [2^/2- T3?T] ) 
(11/2) A(s-1tı) β(5 t) 
(11/2) (6145) | (D 
ү (2 1/2 e+1A Τι M" 
n (1172) (та) Ct 

c(n, T, Τι) ( -11/2 18] et ) (6.1462) 


同 理 利 用 -åm m, 是 so(5), 秩 为 (1 1/2) 不 可 约 张 量 的 另 一 分 量 ， 
可 得 


( [1] [2(n-1)/2-7. 127] [27/2- 7127] 
(1 1/2) Añ (s+ 1 ἐ) B(s t) 


_ _ [(в8+1)(2 + 1)dim(s + 11) 
=- err dmn — 
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11/2 (¿—-14) | (ëD 
x . 
ena Q12) 6-18) ἐν 
11/2 6-18 | ét 


(6.146b) 
H (6.146), 利用 (6.144),(6.145) 从 so(5): D su(2), 8 u(1)a 的 约 化 系 
数 ， 即 可 得 u(N) 2 sp(N) 的 约 化 系数 . 所 以 只 需 再 求 出 sp(N) 9 
so(3) 的 约 化 系数 ， 便 求 得 了 CFP 系数 . 


6.5.5 sp(N) D so(3) 约 化 系数 的 递 推 公式 

sp(N) D so(3) 约 化 系数 尚 无 解析 公式 ， 只 能 用 递 推 公式 求 
H. H sp(N) D so(3) 约 化 系数 的 倒 易 律 知 ， 只 需求 出 下 约 化 矩阵 
元 即 可 得 全 部 约 化 系数 ， 


6 (st) a J tllatlls — 1 (s— 1) a1 δὶ ty) зува, 
= Vsc(3,t,t1) (e 1/2) 6-14) (s 2). (6.147) 


αι Л aJ 


设 辛 弱 数 小 于 s 的 态 已 知 ， 则 由 角 动 量 耦 合 从 辛 弱 数 为 1 的 
态 ， 可 以 得 到 s 个 粒子 具有 角 动量 及 投影 为 J,M 同位 旋 及 投影 为 
t, M, 的 态 ， 


(Vs [o Ji ti] J M t Μι) = [at|s—1 (s — 1 th) αν Ji t)] м 
m М! m, Me, 
|s — 1(s- 11) a, Ji Mi tà ΜΙ). (6.148) 


t 
X Go т, 


IV (s [αι Л t5] J M t Μι) 中 附加 量子 数 用 [αι Ji t] 标记 ， 也 就 是 
Ην ΕΑΠ. βλ s 15—20. διὰ 
为 s 一 2 的 态 可 以 用 已 知 的 态 js (s — 2142) az J M t Μι) 来 展开 ， 


327 


TÉ 


[Z (s [o5 Ji ti] J M t Mi) 
= A(s [αι Ji 5] J tls (54) [αι Ji t1] J Mt Mi) 
+ Y B(s [αι Jt ti]oa J te t)|s (s—2 t2) as J M t Mi). 


az,tz 
s 个 全 不 成 对 的 粒子 态 为 


ls (st) [o5 Jy ti] J M t M.) 


~ CHEAP DAG [αι Jj ti] J M t Μι) 


- V. B(s [αἱ J! t] ας J to t)|s (s—2 t2) az J Mt M). 
©2,Ё2 


(6.149) 


由 于 已 知 态 |s (s — 2 tz) o» J M t Mi) 是 正 交 归 一 的 ， 不 同 辛 
弱 数 的 态 是 正 交 的 ， 所 以 


B(s [αι Ji tilez J te t) 
= (s (8—2 t2) o> J djat l-1 (4-1 th) αἱ J} t) = (y Itt 


6(2J1 +1)(2 +1) t 1/2 tj 
(2J+1)[N+4—stto(tet+1)—t(t+1)] | 1⁄2 t 1 


x (s-1(s—-1t1) o J| tillatiis — 2 (s — 2 te) œz J 10). 
(6.150) 


R(s [αἱ Л t] αι Ji ti J t) = δα, αι δι лбы 
– (-)л+л+а+а (JI + DOJ + 1) (28 + 1)(285 + 1) 


«Y j Ja J 1/2 t t 
A, lT A 1/2 + h 
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2J +1)N+4-— s + ἐσ(ὲο + 1) — t(t + 1)] 
tp 12 ti) {te 1⁄2 ú 
x ^" t qM t 9! 
х (8—1 (8-14) αἱ Ji ti|la!|s—2 (s—2 t2) ez Ja t2) 


х (s—1 (8—14) αι Jı tillat||s—2 (s—2 tz) ας Ja tz). 
(6.151) 


+ 6(=) 78758, s, 
( 


取 4(s [o5 Л ti] J t) AE, WA 
A(s [αι Ji ty] J t) = J/ R(s [αι Ji t1] αἱ Jt t$ J t), (6.152) 


(s (s t) [αἱ J! t] J 4а ||s — 1 (s— 1 t1) αι δι t1) 
R(s [o4 Ji ti] Q1 Л t J t) 


т JR la, Леа J8J0 


(6.151) (6.152),(6.153) 给 出 含 同位 旋 CFP 的 递 推 关系 . 

与 单 角 动量 费 密 子 和 LS 耦合 费 密 子 体系 的 CFP 递 推 关 系 
一 样 , 这 样 得 到 的 态 是 非 正 交 和 超 完 备 的 ， 必须 从 中 选 出 一 组 正 交 
归 一 完备 态 . 而 且 每 递 推 一 次 , 就 要 进行 一 次 选取 正 交 归 一 完备 态 
手续 ， 才 能 得 到 正确 结果 . 

由 本 章 各 节 的 讨论 可 以 看 出 ， 求 转动 不 变 的 全 同 粒子 体系 波 
函数 方法 ， 对 费 密 子 或 玻 色 子 ， 对 1} 耦合 或 LS BSS, Ai 
多 相似 之 处 .都 是 利用 产生 和 潭 没 算 符 是 李 代数 的 不 可 约 张 量 性 
JR, 根据 半 单 紧 致 李 代数 表示 的 完全 可 约 性 和 Winger-Eckart 定理 
简化 计算 ， 来 得 到 结果 . 

在 原子 核 的 区 分 质子 中 子 相互 作用 玻 色 子 模型 中 ， 需 计算 含 
F 旋 玻 色 子 的 СЕР 系数 .在 文献 [23] F, Eb F 旋 最 大 和 次 大 
的 СЕР 计算 方法 ， 并 可 利用 文献 [6] 中 程序 进行 具体 计算 . 


(6.153) 
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附录 工 单 角 动量 ; RETK 
8р(23 + 1) D o(3) 约 化 重复 度 


s2(27 + 1) 的 不 可 约 表示 为 (1”), ο(3) 的 不 可 约 表示 为 J 重复 
度 简 记 为 7 = Y(v, J) 或 将 重复 度 记 为 (J)7. 

对 任何 单 角 动 量 j,v = 1 只 包含 总 角 动 量 为 j 的 态 一 次 . v= 
2 只 包含 总 角 动 量 为 2,…,2i 1 的 态 各 一 次 .下面 给 出 v > 3, 
j = 5/2,…,15/2 的 重复 度 . 


2 
3 9 
J > 2 
u=3 2 2 
Y 1 1 
2T 
73 
J 3 5 9 11 15 
v=3 2 2 2 2 2 
y 1 1 1 1 1 
J 2 4 8 
ν-- 
Y 1 1 1 
. 9 
3-2 
J 3 5 7 9 11 13 15 17 21 
u=3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
Y 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
4 J 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 
u= 
y 1 1 12 12 1 1 1 1 1 
J 1 5 7 9 11 13 15 17 19 25 
u=5 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
Y 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
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15 16 
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pelo ч 
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ο Q3 A? ч э G 


23 39 S RW 


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
2 1 3 4 6 4 86 7 τ 5 T 5 


14 15 16 17 18 19 20 21 22 24 
5 4 4 2 3 2 1 1 1 1 
1 3 5 7 9 Ἡ 13 15 17 19 20 23 
2.2222 2 2 2 2 2 2 2 
2 1 2 4 3 4 5 4 5 5 4 4 
25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 49 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
5 3 3 3 2 2 2 1 1 1 1 
NB 
255 
3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 
2.2222 2 2 2 2 2 2 2 
1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 1 
27 29 31 33 35 39 
2 2 2 2 2 了 
2 1 1 1 1 1] 
0 2 3 4 5 67 8 9 10 1 12 13 14 
232536465 6 4 6 4 4 


15 16 17 18 19 20 21 22 24 


3 4 2 3 1 2 1 1 1 

1 3 5 7 9 1. 13 15 17 19 21 23 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
2 3 5 7 7 9 9 10 10 11 10 10 
25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
10 9 8 8 6 6 5 4 3 3 2 
47 49 51 55 

2 2 2 2 

2 1 1 1 
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зы 5 - GW ээ < э < э ὃς 


ока кә | 00 bl b = ο 79 
ЧЕЧЕ ноба το 


= κα © 
ο» 


10 


ы 
@ 心 


12 10 
17 18 19 20 
9 8 7 6 6 

27 28 29 32 

1 1 1 1 


附录 页 ” 准 自 旋 代数 0(5)。 


的 不 可 约 表示 矩阵 元 
设 
- (êt) (êt) 
1 ‘B= t 
P'[(ê t), i,k, 8, κ’, 8] | êi tik B €-2442 t+k' В' | 


不 可 约 表示 (60) 不 需要 简 并 量子 数 8, 故 取 B = 6 = 1, ER 
在 i 一 k= 偶 时 ， 才 有 非 零 约 化 矩阵 元 ， 其 值 为 


k(i -k- 1(6- i — k 2) 
(2k +1) ᾿ 


Рё 0), ik, 1, k + 1,1] = (+ Derek 


不 可 约 表示 (61/2) 也 不 需要 简 并 量子 数 8. 它 的 非 零 约 化 矩阵 
元 为 


Pt[(é 0),i,k, 1,k—1,1]= 


i-k = 偶 时 ， 

А . _ fkGi+k+1)(€-1—k+1) 
P'[(e 1/2),1i, k,1,k—1,1] = — Qu C 
(ἑ-- Κ)(ὲ-- ἑ- Κ 4-1) 

(26 + 1)(2ξ 453) ' 
_,|®+2@-—&®)(ё—1+Е+4) 
(2k+3) ' 


Pt[(é 1/2),i, k, 1, k, 1] = 
Pi[(e 1/2),i,k,1,k+1,1] = 
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i 一 k = 奇 时 ， 
k(i+k+2)(E—i—k+2) 


(i 十 上 十 2)(E 一 十 有 十 3) 


Ptl(é1/2),i,k,1,k,1] = Gk + 1) Gk +3) , 


(k+2)(i—k—1)(é-i +k +3) 
(2k +3) ' 


不 可 约 表示 (21 1) 也 不 需要 简 并 量子 数 8. 它 的 非 零 约 化 矩阵 
元 为 


Pt|(€ 1/2),i, k,1,k+1,1] = — 


(2+ k)(i + k- 1)(1—k)(2t 4- k + 1) 
(t+ k)(2t + 2k + 1) ' 


P'[(2t £), i; k, 1, , 1] = (t + 1) ΕΗ, 


P'[(2t t), i, k, 1, k + 1,1] 
(—k)(2t — i+ k--1)2t —i }- κ -2)(2t - k + 2) 
(t+ k -- 1)(2t + 2k + 1) 


Pt((2t t), i, k,.1,k- 1,1] = 
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δι 不 可 约 表 示 (61) 的 约 化 矩阵 元 
RE(i, k) = (i +2)ë — (i + k)(i - k — 1) — 2{i — k — 2) 


Pif(e 1), i,k, A, k’, 8] i-k= fl 
/2 


(2k+3)RE(;—1,k — 1) 
_ k ane рата) 
(2k + 3)RE(i — 1, k — I)RE(i, k) 


2|k-1[|1 0 
2lk-ail3 [enira i inr cna a 

(k + 1)(2k + 3)RE(i, k) 
1] k |1 _ [@+2(@+ aye 

REG, κ) 
„| κ | (i — k)(i + k +3)(ê - i Κγ(Ε-- ++ 3) ] 172 
| (k + 1)(k + 2)RE(,k) үз 

1 Igril|i (i—k—2)(k+2)(e ~ ¿+ k +5)REG, k) 


(2k + 3)RE(i — 1, k + 1) 
οσο ο 1⁄2 
(2k + 3)RE(i — 1,k + 1)REG, k) 

9 
(í— k)(k + (Kk + 3)(6 — i+ k + 3)RE(i — 1, k + 1) 

k + 2)2k + 3) RE(:, k 
P'[(é 1),4, k β,Κ',Β] i- k= 4 
PROIE 
(k + 1)(2k + 3) 
0 
262 ] 
(κ + 1)(k + 3) 
(k +1)(k +3) (2 k — 1)(6é ~ i+ k+ 4)] 172 
k +2)(2k +3} Bi 
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表 2 不 可 约 表示 (〈e 3/2) 的 约 化 矩阵 元 
RE(i, k) = (2i — k + 3)ё — 2(š — k)(i + k) — 4i +5k + 3, 


RO(i, k) = (2i + k + 7)¿ — 2(i — k)(š + k) — 4i + 11k + 15. 


к! рі [г 3/2), #, к, B, ',B'] i k= 偶 


(k+1)G + А+ )(ë i — k + 1) RE(i, k) ] 1⁄2 
| (2k + 3)RE(; — 1, k — 1) ] 
3(i — k)k(k + 1)(€ + 1)(ё + 5)(€ — i + k + 4)]1/2 
| (К + 2)(2k + 3)RE(i — 1, k — 1) RE(i, k) | 


0 


k(k +3)(i +k +3)(ê— i — k— 1)RE(i — L, k — 1)] 7? 
| (k + 2)(2 + 3)RE(i, k) ] 
(i — k — 2)(ê — i — k + 1)RE(i, k)]1/2 
E 1Yk + 3)( 4 k43)(641)(65)(€— i+ А eap 
(2k + 3)(2k + 5) RE(i, k) RO(i — 1, k) 


0 


9(i — k)(ê — í — k —1)RO(i — 1, k) 1112 
| (2k + 3) (2k + 5)RE(i, k) | 
(i— k – 2(k + 3)(€ — i + k + 6)RE(i k) ] 1⁄2 
Е | (2k + 5)RE(i — 1, k + 1) | 
ΤΙΝ 
(k + 2)(2k + 5)RE(; — 1, k + 1) REG, k) 


0 


(i — k)(k + 1)(k + 4)(&— i+ k +4)RE(i — 1,k + 1) ] 17? 
k + 2)(2k + 5) RE(1, k 
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续 # 2 


σος P![(e 3/2), i,k, B, κ’, B'] i- k= 8 
1 k—1 1 


(k+ 1)G +k +2)(€ i — k + 2)ƏRO(i, k) 112 
| (2k + 3)RO(i — 1,k — 1) | 
3(£— k — Dk(k 1) + 1)(ë +5)(ë ~ i + k + 3)] 17? 
| (k + 2)(2k + 3)RO(i — 1, k — 1) RO(i, k) | 


0 


k(k+3)G + k + 4)(ê— i — k)RO(i — 1, k — 1)] 172 
| (k + 2)(2k + 3) ROG, k) | 
(i+ k +2)( — i+ k + 5)RO(;,k)]1/2 
| (2k + 3) (2k + 5)RE(i — 1, k) ] 
194 — k — 1)(k + 1)(k + 3)(£ + 1)(ë -5)(€ — i — κ) ] 7? 
| (2k + 3)(2k + 5) REG — 1, k) RO(4, К) J 


0 


E +k+ 4)(ὲ-- ἐ- k+ 3)RE(; — 区] 1⁄2 
(2k + 3)(2k + 5) ΒΟ(ί, k) 
_ KZ ΙΝ 
(2k + 5)RO(i— 1,k + 1) 
E +3)(k + 4)( + k+ 4)(ё + 1)(6 -5)(€— í — k) ] 1⁄2 
(k + 2)(2k + 5) RO(i — 1, k + 1)RO(i, k) ] 


0 


(i— k- 1)(k + 1)(k +4)(ê— i + k + 3)RO(i — 1, k + 1) ] 177 
k + 2)(2k + 5)RO(:, k 
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ahasi -youle + 4)(с + 4) 
cil C Daal + 3 bi) —1 — 9)(£ + # + 3) (€ — # — 2) 
0 


| (w )arsS ] 
gil (Ct — yout + 2)(z + 2)9 

| (adla + yz) + x) ] 
cil o 1-7 8 O(g — 3 — 3 — 2)(8 + 3 + (y + 3) 
0 
0 

| (aol — 3 I — 1)TO (8 + χσ)ίζ + 3) | 
g/t L (y Haste + y + 1 — э)(9 + 2)a(t + ayl — 2)z 

| aas- 4'1— Yao + yz) + 3) ] 

στ 


(Dadl — η τ- ης — 1 — 9)(€ + 3 + e+ у)(т + x) 
0 
0 
| (у ‘Nast — ‘т — 2)as(o + sz) | 
τη O YT 3) O(S + 3 + 2) (в + 2)(Z + 9)(1 + 3)(Z — 3 — 99 
| (1 — y'1 — ashe + qz) | 
(4 3)8S(Z + 3 — t — 3)(T + 3 + τσ +4) 
tg} 


-3-:[8g'3'g'w'(z2)],a 


(т +#+)(1т—#—) a+ = (atou 
(61-95-11 оя - „)(Е+%+)(@—я+я—}0+ 

2(96 — 304 — 186 — 1106 — zYVI - 2201 + ety — εἰν) --εξίσι + 9 + 8 + „ч uo) = Qus 
“(S + + (£ tI — DE — 3 — 2)Z + 

2(F6 — HOE — 191 + 4107 — 219 — zg ct — e) — ¿P (ZT + YS — 181 + ¿f — oco) = (3086 


Зей BY AGE (сэ) EG € ж 
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31 IFO(S + 36)(£ T 3 
(τ + y't —3)4O(8 + 3 + 3 — 2)(9 + 3)(1 s) — 2) 
0 
0 
| (xaO + 3'1 — IOS + χζ)ίε + y) ] 
gilt Has — # — t — 2)(9 + 2)#9(S + t + n) (9 + 3)(P + а) 
(apasa + 31'1- 1)αδί(α  32)(8 + 3) 
z/t WEST Dasa AEE Е 
0 
0 
| Gras + y't ~ IS + yz) J 
лт L+ 31-286 — t — 2)(t + 2)(6 + 2)(& + 3 + t) + 3)9 
| (I + att — ass + x2) ]- 
ilr asi ++: ae + YP — 4-2) 
| (ale + alz + x) ] 
g/t LET- 90u(e + ytl- y — 1— 2) (9 + 3 + 2) (9 — 28 
0 
Е ‘a O(a чї — Joule + 3)(Z + 2| 
(9 ‘2)я5(9 + 2)2( + χ)ίτ + 1) 
W —34—-À:089'3'g11'(co),d 
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4 '3)OH(9 + yZ)(€ + 3 
zL THIT- toul + 4+ — э)(в + 3) + e) 
0 
| (Doul + a'1— Houle + sc)(e + x) ] 
(1-5 — t — 2)(9 + 2)ə(r + + +)(9 + ap + 3) 
(I+ 4*1 -oul ryze + x) 1- 
/tL ϑομ +9 +t— 2b + 4)(@ + 3)(£ — 3 2) 
Е ‘joule +yz + 5] 
z/t (хт iaz 
0 
0 
[ (‘Nout -adle + χ)ίζ + 3) ] 
civ (σα 2) 7373-2) (94 2)2 (E 1) 9) (1-3) 1—3— 2) 
|5 Ἵ --τ)3δίε + 3)(2 + 2] 
(1't — 2)95(9 ‘How 
0 
| (s )он(9 + 38)(Z + 3) ] 
с/т 


σ/ 


σ/τ 


(т-хт- oul- y- e—a Hy +H) 
0 
| (4 ‘Hout — 4'r—- You(s + yz) + 1) J 
τί +y -ν-9)(ϑ +2)ə(T1 + Halt — 4 — ε) 
(T — 4*1 - )он( + αζ)ίζ + 3) ] 
(3 )OH(I+ 3 -- 1-- 3){ζ 1- 3 +1)(£ + 3)(I + 3) 
& =¥-2 Lo eu ος э)) 4 


t€ Ὁ 
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z 


/ 


41 — 1)05(2 + sc) S + 32 
ci ermasir a2) – а – 3) 
[ (4 AO + uze + 3) J 
anlat- able- t — t 2)(9 + 3 + s)(S + WY 
0 
0 
| Gaol — 4't aol + x8)(€ + 3) J 
271109 Nast) +4 +t - 2) + э)(т — 2) + ala ~ t)S 


| (є +®)15(т— ят —1)я©(в + qc)(e + x) ] 
с/т 


T 


(al — ἃ 1 -iasi 3 — t —2)(e ty t:l + (t+ 
0 


0 
| (w s)arsS(T— x'1—)as(s + +4&)(& + 4) 
(1 — 4't —1)qO(9 + 3 +: э)(6 + ə)(I + ə)(Z + χ)ίτ + w)(g — 34 — 2) 
| (1-7 — 2)95(9 + yz) | 
(A 1) (T5 — t — ə)(1 + # + :)(c + x) 
名 —1—: [ο ας (σ/ς yd 


102 + 5915 — (201 + 306 + rv + ¥(60E + 1910 — ¿tF9—) + σχ(6ζζ + 168 一 z38 一 ) + 
ett + VAY + (Єт + 3 T 3p)(9 + y βία) 22(29 + 3 + HE + „4 — m + oD) = (YHOO 
«ове + 3081 — (109 — ote + Vie + χ(ϑ0ν + 109 — ,10£—) + σχ(291 1-18 — pth) + 
εἶἴοε + уче + 2 (013 2) (E (EY — zo (PEE TTA IET od+ nito ue) = (9 ος 
2/02 — IZL — ¿191 + CE + ур + (£9 1890 一 ¿12F—) + (тст 十 358 一 „8—) + 
git + edb + 22 +9 — iH) bsp n) — 06 — ,2(08 + IET- 1ζζ + v — Hz — um) = 986 
"2/|νν + 38b ~ 91 — i8 + 12 + (28 +198 ~ :81—) + gx(69 + 18 — εν) + 
eSt Vac ə2(g + 3 + (P γα 00 — 3 — 0) ~ βία + wt urine στο) = (9 as 


ESI rJ I (ζ/9 э) Pe 
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0 
[ Gg 6c at — IO + se)(e + 34) | 
gy (t Hasle — t — t — 2), tat — 3)(9 1-3 + 3)(9 + s)(9 + ә) 
(asc yI )яо( + xe)(e + 3) J _ 
cxi (Hao rrr aslo + +з — 2)(9 (E + ys — Y — 3) 
0 
0 
[ (¥ DAIS(T+HYT -yasla + wz)(g + x) 
ια +T DaO- 3 — t —2)(8 + 3)(1 чета) 
| (т +я*'т—-%)я5(2 + 42) ]- 
στι asa 1-3 bt 29) ry — 4—1) 
| (s з)я δί, + yz) + yz) | 
g/t bh GUT — t]OO(€ — ¥ — s — 2)(3 — 1) 
0 
0 
| (# DIO t ~ 3)OÓO(¿ + χο)(8 + yz) J 
zr hha Dash +y + a)l + э)(т — 2)(S + 3 + )(9 + 3)(1 + ος 
| (‘Hast — HOO + yela + az) J 
οτί Daol- tosl- y- — 3 — 1)6 
0 


] 
Gt- odl y + — э)(в + 2)(1 + ə)(£ y + t)(P + 3)(Z + > 
w [£'ag'as'(c/os)],d 


vx ox 
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g/t eer! Dooly T 一 ECE EY 一 3)(P + 4 + 1)6 
0 


0 
| (4 OS(Y I — 2)95(2 + 4®)(с + sc) ] 
cil GUT aola — 3 — э)(в + a(t + ә)(Е— 4 — (p+ 3)(Z + v 
| (¥‘T NFS + 3ζ)(9 + sz) | 
(¥ DOS(L 3 -* —2)(£ + 3 + 1) 


| (todle + wz)(£ + 3) | 
τι (T — #°[ — 1)OO(8 — # — t — 2)(9 + 3 + 1)(8 + 3)3 
0 


0 


(w 3)OO(I — # 1 —9)00(9 + 3£Y(£ + 3) 
(osle + 3 + —2)( + 9}{Τ — э)(т +41 — 


- "ER 
(у %)о$(т — *'r— iols + aze + "B 


csl HOO - ἃ Ἱ — NOS —t— 9)(P + 3 + %)(Ф + 3)(1 + 
0 


c/1 


0 
| HYOS — 4'1—*9)0S(S + #Z)(£ + 3) 
[441 ‘ ` 


(1 — 4t -iol + 3 + t — 2)(g + э)(т + 2)(6 + ж) + #)(£ — ἃ — 1) 
[ (1 — 4'1- 2)05(9 + xc) 


(4 nostt — t — 2)(Ç + 3 + 2)(8 + x) 


ve & 
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СЕН 
zlat- toole {3 * - 2)(9 d) + HT — 3 — 1) 
0 
0 
| (a 06 + жт — 206 + я&)(є + 3) | 
git l(t Hoste — 9 — t — 9)(¿ + э)(т — 2)(9 + + (9 + s)(S + 3)S 
(aos + 4*1 — HOO + sz)Y(e + 4) ]- 
στι er 2000 + a't -osle +4 +r- 9)(8 + sc tale- 3 — 2) 
0 
0 
| (ү %)О5(т + s'1— 2)05(2 + αζ)ίε + 3) J 
zalata- 2906 – + - 2)(8 + э)(т ra) + + + s + (p+: 


| (I+ s't- 20s( + ¥2) ]- 
itl Dosett: — 3 TC 3 — t) 


| (3006. + 42)(9 + м5) ] 
στι T- Hale + 3 + t —2)(9 + 3 + tz 
0 
0 
| (a ч)оф(ҹ T ~ adl + yz)(9 +yz) | 
(1'5))0s(z — 3 — 1—2)(¿ + э)(т — 2)(t — 3 — 1)(8 + s (E + 3002 
Ẹ =я+— l8 uag'u'(c/s))ad 


τὰ 8 
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( g au )ΠΗ(Ρ 3 3 - we + 3 + t — sz) (E + 3 + 4&)(#—) 
ч ‘Naa ta'r Nay sc + Fe) + 3) 

al (2+ 2)(т Dr + 2)(1 -— 4 +4) | re-set ance +e) 

0 
| Gault ασ + #2)(T + y + 2) ] 
zrl HAT- HAHU + 3 + t — 48)(1 + 3 + t — 32)(6 + s + 28) (3 — τ) 
| Ga'i- youal + 4 t2) +з) | 
(st arare tat- ataa +?)(6 — 3 + 1) 


(а rar (ч ‘t- οἱ + α 1-1}(3 2) | 


Истии τ) 
0 
| (‘Daul + rr) +) 
g/tL GUT oyl 1-3 +: - see + #)(т-+_+)(% 1) 
| (ж) (т +yz + 1@)(+ + 2) | 
g/Vl (E701 DI t+ a + Ye — coe) — т) 
0 
| (э TUT — 31 — HAU + 32 + 16)(4 + 1) 
zrl (+Y +a) +y +r az + 4)(т+з)(у +3)(@— 4 + 9) 
| (I —х4'‹т—)яН (1 + xz + 92)(4 十 3) 
GDA +9 + з@)(4-+Е)(є — 3 + 1)(3 一 可 | 
у —w- 1 [gta gyt aHa) 


(6 + 4+ *— э&)(є + 1б) 


«+ 


T—3g + q(z +3) +9 — (Ë — 3, τας + pr — 3 +32) = (3 HOW 


p — tp x — 9) + „ү + (p — t9 + 36) + pl te = (nan 


зЗ {868 (12 + 27) ιδίαν CH 
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cx Cour + f + — sg) + 3 + t — 22)(£ +4 + IZA) 
Е JOU Ε 3 Ἱ )он(т + 3Z 22) (T- ἃ + ?] 
(e 3) + 3) ΟΛ +4) 
0 
| (4 )ouG + 36 + 12}{1 + y +2) J 
στ 


(9+2 — 3€ + эр) (6 十 3Z) 一 
217 


——vuAI-- Pn 一 一- .. 


(T + y'I—2)OMN(Z + y + t —22)(1 + y + 3 — 2Z)(Z + y -22)(4 — τ) 
| (w OM (YF ἢ + 3)(9 + 9) ] 
zrl OCT aale +4 + 22)(% + Cr + a) + τ) 
0 
[ (а 3)0u (31 — aual + 3 + a) + 3) 
(£3 bt 38) (E + ri wt 19 iic) zb 3 taza 34) — D 
| (4 'T — Dau + 3 + 2) +9) 
zl (YHOU H+: 202) ( +3) (1+3) (6+ 3] 
(rout + 42 + 22) + 1) 
οτι (E - TT- Houle + 3 ag) + le — 3 + ϑ (8 一 5l 
0 
[ (4001 (1 — 3 °t — t)OMN(I + xz + 1σ}{8 + 2) 
zh TT στο CES PEE ED τν) (E +) 


Z/T 


| 
(apoy + 3 +4@)(1Т — 9 + )(g — 3 + 2)(¥ — τ) 
& πατε Lead A στ з )],4 


FEE 


350 


附录 ΠῚ 准 自 旋 代 数 o(5) 的 约 化 系数 


取 ez = ê- 2ἱ-- ει, 表 中 约 化 系数 记 为 
(11/2) (ёё) | (êt) 
ει 1/2 е7 0! εΤβ 


_{@12) (еа) 
ει 1/2 €2 totke Bo 


(êt) 
ê—2it+k B | 


(11/2) (6--10) 
# 1 ( ει 1/2 €2 k2 


(ё 1/2) 
€—2i 1/2+k 


[go] [E] 
EF?) 


cititaj” 
(ê +2) 


0 
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22 (o (é+1 0) 


(ё 1/2) 
el/2 ek | é-2i 1/24-k 


err» 
(+ 4) 


_ ο... 


(2+ 4) 
[ελλ 
ΠΕΣ; 


" ( (11/2) (1 
€1 1/2 €2 ++ ks 


(2t+1 t+1/2) 
211-1--2ἑ 1/2+k 


-[ (—k)(5 +k + 1) ] 

2(2t+1)(t+ k + 1) 
[eI 
2(2t + 1)(t + k + 1) 


(2t — i+ k  1)2t +k 4 2)] 172 
2(2t + 1}(ἑ +k + 1) | 
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SCR ”第 一 类 点 群 及 其 约 化 系数 


第 一 类 点 群 是 SO(3) 群 的 有 限 子 群 ， 其 不 可 约 表示 和 约 化 系 
数 与 SO(3) 群 有 密切 关系 ， 利 用 点 群 的 生成 元 和 定义 关系 ， 可 以 
方便 求 得 点 群 的 约 化 系数 ， 本 章 将 给 一 简单 介绍 . 关于 有 限 群 ,点 
RA SOG) 群 的 基本 性 质 可 参考 群 论 教科 书 ， 此 处 只 在 第 一 节 作 
简单 补充 ， 第 二 节 讨论 循环 群 C. 与 二 面体 群 Dan 第 三 节 讨 论 立 
方 体 群 O 与 四 面体 群 T, 第 四 节 讨论 二 十 面体 群 I 


7.1 有 限 群 和 SO(3) 群 性 质 补充 


有 限 群 G 是 由 有 限 个 群 元 组 成 的 集合 ， 在 其 中 定义 了 群 的 乘 
法 ， 所 以 一 个 乘法 表 就 决定 了 一 个 有 限 群 . 但 往往 由 少数 群 元 及 
其 间 乘 法 就 可 以 决定 此 有 限 群 ， 这 少数 群 元 称 为 此 有 限 群 的 生成 
元 ,生成 元 间 的 乘法 称 为 定义 关系 . 一 个 有 限 群 的 生成 元 和 定义 关 
系 可 以 有 不 同 取 法 , 生成 元 的 个 数 也 可 多 可 少 . 生成 元 最 多 可 取 为 
全 部 群 元 , 乘法 表 即 为 其 定义 关系 , 而 生成 元 的 最 少 个 数 则 随 群 不 
同 而 不 同 ， 如 C, 只 须 取 一 个 生成 元 ， 而 Dn, T, О 和 了 只 须 取 两 
个 生成 元 即 可 ， 

有 限 群 的 每 一 个 表示 有 等 价 的 西 表示 ， 不 等 价 不 可 约 西 表示 
满足 正 交 性 定理 ， 所 有 不 等 价 不 可 约 酉 表示 生成 的 群 函数 构成 群 
函数 空间 的 完备 系 ， 有 限 群 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 的 特征 标 构成 
类 函数 空间 的 完备 系 ， 并 且 满 足 第 一 和 第 二 正 交 关系 ， AME G 
不 可 约 表示 的 特征 标 表 可 以 用 下 面 方法 求 出 . 

设 G 的 n 个 元 素 分 成 q 个 类 ， 第 i 个 类 的 元 素 有 ni +, É 
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я 为 第 i 类 的 任 一 元 素 ， 可 引入 类 算 符 为 所 有 该 类 元 素 之 和 ， 


п; -1 
K;=— im^. 
= = X афт (7.1) 
z€G 


H G Berk d HY BE HUI, 
KK; = K; Ki = 5 hij кКь, (7.2) 
k=1 


其 中 hi yk 称 为 类 乘法 常数 . 则 G 的 d 维 不 可 约 表示 Г 的 特征 标 
满足 以 下 方程 


q 
NiNjXiXj = ау” hi j pnpXk, (7.3a) 
k=1 


其 中 χι AB + 类 的 特征 标 ， 再 利用 特征 标的 正 交 性 ， 有 
q 
So nill? =n. (7.3b) 
t=1 


设 (m, . Yq} 是 一 组 未 知 数 ， 取 


V; = πιχι, 
14 
l= d Y Yiyi, 


ї=1 
q 

L; = Y мук» 

ici 

则 由 (7.3a) 可 得 本 征 方程 
q 

Y Lj ede -ἰψ,. 
k=1 


解 此 本 征 方程 并 利用 (7.3b), 可 以 得 到 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 的 特 
征 标 和 维 数 . 
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对 一 些 有 限 群 ,在 各 不 等 价 不 可 约 表示 的 维 数 di, i= 1 ……9 
已 知 时 ， 由 (7.3) 也 有 可 能 直接 求 得 特征 标 ， 这 样 计算 比较 简单 . 
第 一 类 点 群 用 Burnside 定理 


Y di2 = n. (7.4) 


可 以 得 到 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 的 维 数 di, 并 且 可 以 从 (7.3) 算出 

转动 群 50(3) 是 李 群 , 它 的 群 元 可 由 李 代 数 so(3) 的 元 素 经 指 
数 映射 而 得 到 ， 如 绕 单位 向 量 n Bb AWE BA exp(—idn- J), 
其 中 J 为 角 动 量 算 符 . Kn 的 方位 角 为 θ,Φ, 则 绕 任意 方向 n 的 
转动 可 以 用 绕 z 轴 和 y 轴 转 动 乘积 表示 出 来 ， 


exp(-iyn - J) 
= exp(i¢J, )exp( H8J,)exp(3VJ,)exp(iJ,)exp(i$9J.). (7.5) 


在 SO(3) 群 不 可 约 表示 1 中 ， 取 表示 空间 的 基 为 |j m), Π|ΘῈ z 轴 
ANSE y fist all I BN EE 


(j m'|exp( —iV J;)|j m) = bm =: exp(—imy), 


(j m'lexp(-i8J,)[j m) = dš, „(8) 
-jGtrOG-myss( у+т j-m V (8) 
OV Gr m)tG – m)! z V j-m'-e c 
x (ή (cosB/2)? + +m (sipg/2)4i-2e -m' "m, 
其 中 | s J 等 为 二 项 式 系 数 ， 注 意 此 处 的 di, (8) 函数 为 


Edmonds 定义 的 d7, „„(8). 其 特殊 值 和 对 称 性 为 


dš, mr) = (-y7 "6, 一 mm? 
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di, πι(-) = d, т’ (8), 
di, m(B) = (-)" "mai _m(D)， (7.7) 
d), (8) = (2) 7"), m (8). 


id di, (0/2) = AL, m 利用 
exp(—i8J,) 


= exp (I Jexp (= εκρί-1β..)οκρ ( m )ехр ( ii ) , 


可 将 dj, (8) НА), 表示 出 来 ， 在 j = ! 为 整数 时 有 


I 
di, m(B) = Ab mAb πικ(0) +2 У At, Al, F k(m”B), (7.9а) 


m”=1 


其 中 
созт, Ж т — m = 0 mod(4), 


. TEN 
к(2) = siaz, # m -m= 1 mod(4), 


(7.9b) 
—cosz, 3 τν — m = 2 mod(4), 
—sinz, 3 πι – m = 3 mod(4). 


在 (7.8) 中 取 8 = 21, 并 从 左 和 右 各 乘 以 Q πι] 和 |} m), 可 证 


у, А?» πι АЇ т = bm! m- (7.10) 
m” 


对 下 式 从 左 和 右 各 乘 以 G τι] |у т), 


exp(—inJy) = exp EA Jes (- 25), 


可 证 
YO NL, wy m = (Yim —m: (1.11) 


m” 
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当 7 为 整数 上 时 ， 利 用 (7.10) 和 (7.11), 可 得 
1 
Y Aha mA2k+1 m 一 alm! т (~) mw т}, 
k 


(7.12) 

i i 1 { 

УА m! Мәк т = g Um m t (στ) fm - m]; 
k 


式 中 求 和 指标 取 所 有 可 能 的 值 ， 对 求 和 指标 进行 变换 后 ， 可 将 
(7.12) 式 写成 mod(4) 形式 ， 当 m т 为 偶 时 有 


1 
Ў Аан εν Δήμα m = {δη m = (7) 9m т), 
k 


1 (7.13) 

l i l 

>` Адз m'A4k+3 m = діб" m — (~) óm -т}- 
k 


4 m +m' AGHA 
> Au m' 4k m = 0, 


E ul | (7.14) 
У Даро m’ Даку m = 0. 
k 


Ё (7.8) APR B = 0/2, HAERERAA (j m'!| 和 |} m), 可 证 
3) AL, „АЎ = (GE AB, (7.15) 
将 其 写成 mod(4) BH, 56 m +m' 为 奇 时 有 
1 ; 
У Alu m DM m 一 4C gn EL m? 
k 


П l 1 1 1м (7.16) 
> Адз т'Адк+з m 一 30 у?" Е Ам, m: 
k 


т +m' 为 偶 时 有 
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s А πω Δία πι 
i 1 Г 1 
= glöm m + (бы =m} + (0 GAL m 


) | I 1 
Δι πι 4k+2 m 
k 


1 1 i . , 
= (m+ CDs -ᾱ- = 2C) A m 


AL, BMW ERR, ER SO(3) 群 不 可 约 表示 对 点 群 的 约 
化 系数 时 颇 为 有 用 . 

SO(3) 群 不 可 约 表 示 的 直 积 约 化 和 约 化 系数 (CG ARM) 是 已 
AW. 点 群 作为 有 限 群 , 其 表示 直 积 是 完全 可 约 的 . W Γι ЯШ Γ RA 
限 群 G 的 不 可 约 表示 ， 其 直 积 可 以 约 化 为 不 可 约 表示 本 HAM, 
T HEERA mr, ENS: = ФгтгГ. Ж uya, y Ж Ty FT RB 
示 空 间 基 的 分 量 指标 , Cid BAKER, B= 1,… ,mr. 


(7.17) 


定义 约 化 系数 为 О n ny w 
^Y Y Ύ2 
n Bam (аг n д ургу 
ү "2 Bry Y 71 mm 7 (7.18) 
Γ Γι Γ.Γ Γι Г 
аита) 
Ύ тоз \ R Y πι m 
约 化 系数 满足 正 交 归 一 性 
x( D ο): Γι n) 
BPy\ %| 7 Y| m ^ 
= , Oy! 2 
ту 11995 Ύ (7.19) 
Y (27 n "(л D г) 
γι γα Ύ "n N Y R т 
= δρ’ górv гӧу y. 
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Г Γι I 
ΗΝ %| arms 
Y л v 
系数 满足 的 线性 齐 次 方程 
Γ Γ Γ Γι Г 
(| LU Ύι 5) 


Г, 
(А 9: 


-人 


ту \ 1 


2) 
, 19 
Yı Y2 
(7.20) 

这 是 不 同 分 量 的 约 化 系数 满足 的 线性 齐 次 方程 ， 有 mr 个 线性 独 
立 的 解 . 在 适当 规定 相 因 子 ， 也 就 是 通常 所 谓 取 一 定 惯例 后 ， 利 用 
正 交 归 一 条 件 (7.19) 可 以 得 到 约 化 系数 ， 但 对 点 群 来 说 ， 由 于 它 
是 SO(3) 群 的 子 群 ， 在 SO(3) 对 点 群 的 约 化 系数 已 定 情况 下 ， 由 
于 SO(3) CG 系数 的 相 因 子 已 采用 Condon-Shortley 惯例 ， 因 此 点 
群 约 化 系数 的 相 因 子规 定 应 与 其 一 致 ， 当 mr > 1 时 ,还 需 对 mr 
个 线性 独立 解 进 行 正 交 化 ， 才 能 得 到 满足 正 交 归 一 条 件 的 解 . 

设 9 是 有 限 群 G WER, οι 是 gi fux, ГАС 
的 不 可 约 表示 ， 7 是 标记 不 可 约 表示 空间 基 的 指标 ， 若 对 所 有 的 
οι, 算 符 组 TT 满足 


σι 


- T Г 
9:1} gi = Y T$ | ; ) , (7.21) 
кт 7 γ 


则 称 算 符 组 Fr 是 G WR ο αυ 
каяш ( 7 和 D) mk гр mense 
2 


Tr T T Г. 
Y Y Y2 


γι 
Y! 7 
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ως. 


i 
XXn 


aa ela IRIS] 
/ 9: T / ` 
^1 Ya 12 Ύ Y2 
(7.22) 

Їй Ей ЖЕЛЕ Г, Γι, Г», M (7.22) ЖП (7.20) 可 以 看 出 , 矩阵 元 和 
约 化 系数 满足 同样 的 线性 齐 次 方程 . 因此 在 Nel, 是 简单 约 化 时 ， 
可 以 决定 矩阵 元 与 约 化 系数 差 一 常数 ， 用 约 化 矩阵 元 (Г|ТГ|Г,) 
代表 具有 确定 表示 的 常数 ， 此 时 没有 代表 重复 度 的 量子 数 β, 即 为 
有 限 群 的 Wigner-Eckart 定理 


(rf eC 
Yl | 7 
# Γι ® Г» 是 非 简单 约 化 时 ， 由 于 矩阵 元 与 约 化 系数 满足 同样 的 线 


性 齐 次 方程 ， 而 约 化 系数 有 mr 个 线性 独立 的 解 ， 因 此 矩阵 元 必 
为 此 mr 个 约 化 系数 的 线性 又 加 ， 即 

Г, 

3 (8 ГГ»). 

Y2 


r ni. r 
| ^Y Y2 ) > ( Y 
(7.23b) 


Bn (TITIN) 也 与 分 量 指标 无 关 ， 此 即 为 有 限 群 推广 的 
Wigner-Eckart 定理 . 


在 简化 矩阵 元 计算 中 ， Wigner-Eckart 定理 起 重要 作用 . 


n 


n ΠΠ (7.293) 
Y2 


Γι 
1 


72 RF C, 与 二 面体 群 D. 


第 一 类 点 群 由 绕 轴 τι 转 2π/η 的 转动 生成 ， 向 量 n 代表 转动 
轴 在 2, y,2 方向 的 方向 数 为 nnz пз, 则 将 此 转动 记 为 Ch, 
称 为 mi, по, ns 方向 的 m 阶 轴 . 第 一 类 点 群 中 最 简单 的 群 为 Cu € 
由 Cn”' 生 成， 定义 关系 为 (C801)" = E, E 是 单位 元 素 . C, 与 
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n 阶 循环 群 同 构 ， 每 个 元 素 为 一 类 ,所 以 类 乘法 表 与 乘法 表 相同 
Wt w = exp(2*), 其 特征 标 见 表 7.1. 其 不 可 约 表示 均 为 一 维 表示 ， 
表示 矩阵 即 为 其 特征 标 ， 

B CO?! = exp( =), 在 SO(3) 群 的 不 可 约 表示 1 HE 
ο акання н; 

k 

考虑 不 用 50(3) 2 SO(2) Rid | 表示 空间 的 态 ， 而 用 SO(3) > C. 
来 标记 表示 空间 的 态 ， 这 两 种 标记 间 的 么 正 变换 系数 为 


l | Ak \ | 1, k=n—mmod(n) +1, 
m 


0, k#n—mmod(n) +1. 
4l<nW, 50(3) 5 С, 的 标记 是 完全 的 ， 当 1 >on, ARIF 
存在 . 


(7.24) 


#71 C, 的 特征 标 表 


二 面体 群 D, H n 阶 轴 C801 及 与 其 垂直 的 2 阶 轴 C219 +E 
成 ， 定 义 关 系 为 
(СО 0 D = E, 
(С2 1%)? = E, (7.25) 
CQ01c9100001 = C219, 


当 n 为 偶数 或 为 奇数 时 ， D。 的 类 和 表示 是 不 同 的 ， 下 面 将 分 别 
予以 讨论 . 


D2p+1 


Dy 共有 4p+2 个 元 素 ，p 十 2 个 类 ， 其 类 算 符 为 


К, = Е, 
K;+1 = ad + (σοι) 13, j = 1, 4p (7.26) 
Кучо = 》 (ορ) ο. 
1Ξ0 
利用 定义 关系 可 得 类 乘法 常数 ， 再 用 (7.3),(7.4), Βα $ = болт 


可 以 求 出 其 特征 标 表 如 表 ΤΩ. 表 中 K, 下方 数 为 每 类 元 素 个 数 πι. 


表 7.2 D2p+1 的 特征 标 表 


E | 2 [ames mede | [ew [0 | 


设 一 维 表示 Αι, Ας, 表示 空间 的 基 为 ) ^ ) ws 
1 2 
征 标 即 为 其 表示 矩阵 . 
иврит в, 空间 的 基 为 | ) А ) 5 
k k 


SO(3) 27—30, йл) KOR EBE TRA 
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σοι. exp(—ik%) 0 
2р+1 0 exp(ik%) | 


0 1 
ΠΠ] 


É x^ fo^ 分 别 为 有 限 群 G 的 可 约 表示 4 和 不 可 约 表示 В 
的 特征 标 ，n 是 G 的 阶 ，G 的 第 i 类 元 素 个 数 为 ni, ША 包含 B 
的 重复 度 为 


(7.27) 


m = у na^ UG) xPUG) (7.28) 

已 知 具 有 相同 转动 角 0 的 元 素 构成 SO(3) 群 的 一 个 类 ， 在 
SO(3) 不 可 约 表 示 lp, HERA 

x! (8) = 1 + 2cos6 + 2с0820 +... + 2cosl6. (7.29) 


利用 (7.28) 和 下 三 角 恒 等 式 
1 + 2cos 十 2cos20 + --- + 2cosl0 


sina + 10 
_ 2 , OF 271, (7.30) 
зіп 
2l -- 1, 0 = 2ті, 


可 以 求 出 SO(3) 的 不 可 约 表示 ! 到 D2p41 不 可 约 表 示 的 重复 度 . 
33 j(2p+ 1) < < (3+1)(2р+1), 有 


,1+(-) 
ma, 一 了 十 H L, 
| буун (7.31а) 
ma SIE су —, 
B 7(2р+1)+ЁЕ<1< (0-+„1)(2р+1)—-К, A 
mk, = 27 + 1, (7.31b) 
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34 (3 +1)(2р 1) k < 1 < (j + 1)(2p + 1) + k, & 


Mp, = 2( + 1). (7.31c) 


l 

m , 
! ) m = 1,…,l. 则 用 SO(3) 2 SO(2) 或 
—m 

用 SO(3) 5 Dyni 分 类 不 可 约 表示 ! 空间 态 时 ， 这 两 种 标记 间 变 


换 为 
) k= 1,2, 
т 


і 
) k=1,::: ,p, (7.32) 


Er : Ι | E, 
k т=з\т | Фк т 
E, ! l l 

= , k= yo tt yp. 
Yk ) x ( m m ) 


一 般 不 可 约 表示 ! 包含 Ak, Ex 不 止 一 次 ， 下 面 将 在 么 正 变换 系数 
中 Αν, Εκ 前 用 符号 0,a 8 予以 标记 ， 以 解除 重复 度 引 起 的 简 并 . 
用 生成 元 C901 作用 于 (7.32), 可 得 变换 系数 的 选择 定 则 .用 
生成 元 Οὔ 10 作用 于 (7.32), 可 得 变换 系数 间 的 关系 ， 利 用 归 一 化 
条 件 可 得 变换 系数 绝对 值 ， 适 当 规 定 相 因子 ， 设 下 式 中 m 关 0, 可 
得 非 零 变 换 系数 如 下 : 
0 A ) -ι 1-8 


1 
0 а\ 


为 方便 起 见 ， 将 SO(3) 的 不 可 约 表示 | 的 基 分 别 记 为 


m = 0,1, :::,1, 和 


0 
Аг ) =1, l=, (7.332) 


a2 


a Αι - 1 δ 
αι 一 V2 m α(2ρ4-1); 
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α Αι 1 
) = (—)'+° Z= a(2p4-1): 


1 
а = va a(2p+1)s 


[41 Аз 1 
) = (-)*e*t 8°" «(2р+1)› 


l BE, 
= Ôm 8(2р+1)+®Ё› 

т Tk 

l B Ek 

| ) = (—)PtK6,, B(2p+1)+k> 

=m Yk 

l В Ek 

= bm B(2p-1)-k: 

—m Zk 

l B E, 

= (—) HEHE S n заръ) в 

m Yk 


其 中 α,β 的 取 值 范围 ， 对 不 同 的 48 由 式 (7.31) 给 出 . 

Dopii 有 子 群 Copii, 考虑 Doppi D C2p+1 MAM. 为 明确 起 
见 ， 将 子 群 的 不 可 约 表 示 用 带 撤 的 符号 表示 ， 比较 Coppi 生成 元 
Coe 的 特征 标 ， 可 得 约 化 规则 为 


Ay = Al, k= 1,2, 
Bk = Ару ФА, ро k-lp. 


ГА 
01 


A! 
ΠΣ 


Ak 
αι 


(7.33b) 


(7.33c) 


(7.34) 


这 是 简单 约 化 . 考虑 到 归 一 化 条 件 , 可 取 相 因子 使 非 零 变换 系数 为 


(7.35a) 
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E А! 
k krl =1, k=1,...,p, 
Ук αμ 
E At (7.35b) 
| I λα) E k=1,-::,p. 
Tk à55--2—k 


用 特征 标 和 式 (7.28) 可 求 出 Dop 不 可 约 表示 直 积 约 化 规则 
为 


Αι A, = Ар, Е = 1,2, 

Αρ 9 A2 = Ai, 

Aj 8 Ek = Ex, 15 1,2, k=1,---,p, 

A; © A5 Ө Ёз, 2k <р, (7.36) 
Αι © Ao Ð Esp, 1 2k, 2k > p, 

Ek-;@ Ek. k + j < p, 

Εκ 8 Βορνι- κ-ῃ, k + j > p, 


&e&-| 
son=] 


H k > 7 % E; @ Εκ. 

对 A; Ak 可 取 直 积 约 化 系数 为 1. 其 他 约 化 系数 可 用 下 法 求 
Hi, 由 约 化 系数 满足 的 方程 (7.20), 取 σι 为 СОО, 可 得 约 化 系数 的 
选择 定 则 ， 取 οι 为 C9 10, 可 得 约 化 系数 间 关 系 ， 再 考虑 归 一 化 ， 
适当 选择 相 因子 ， 可 得 下 面 非 零 直 积 约 化 系数 


» Ex у-н ЕК E 

a Tk Tk a У Yk ° 
| Иш (7.37a) 
Ao Ek Ex _ А» Е, Ex =1 
C2 Tk Tk а Yk Yk ᾿ 


当 2k <p 时 ， 有 下 面 非 零 直 积 约 化 系数 
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Ex Ep | Ex \ | Ek Е, 
Zk Lh Tok Uk Yk 
E E| AN / Ee B, 
Zk Vk | αι Vk Tk 
Es E| ASN [а B| Α.Α 1 
Tk Yk a2 Vk Tk a2 V2 

当 2k > p 时 ， 有 下 面 非 零 直 积 约 化 系数 与 (7.37b) 不 同 
Ek Ἐκ | Ezptri-zk V | Ek Ex | Epp+1-2k Μη 
Tk Tk U2p-1—2k Yk Ук 


人 2p 十 1 一 2 大 
当 有 + 了 <D 时 ， 有 下 面 非 零 直 积 约 化 系数 


| Е, Е; | Еһ; T E, Е; | Ej j )- ' 

Tk Yj Zk-j Yk Tj Vk—j (7.374) 
| E, E | Бк }=( Е, Е; | Б; ) =. 

k Tj Tk+j Yk Yj Ук+ј 


Ч k+j> p 时， 有 下 面 非 零 直 积 约 化 系数 与 (7.37d) 不 同 


Ek E; | Борук) \ | Ex Ej | Εορμ-κ-; -1 
Tk Tj V2p--1—k—j Ук Yj 


T2pk1—k—j 
D, 


(7.37e) 


Dzp 共有 Ap STH, p+3 个 类 ， 其 类 算 符 为 
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Ку = E, 
Ку = (ορ 1 + (C3)? 1)22-2, j2l:sp- 1, 


Кошу = (С? 1)”, 


(7.38) 
+2 = SX 
K, 
50 
Κρις = = Y (0% 0 үн 1 0 
1=0 


用 定义 关系 可 以 求 出 其 类 乘法 常数 ， 再 用 (7.3),(7.4), IR ó = DH 
以 求 出 其 特征 标 表 7.3, 表 中 K, 下 方 数 为 K, 类 元 素 个 数 . 

А, 

a2 ) 


A 
设 Ai, А2, Bi 和 B> 一 维 表示 空间 的 基 为 » 
i 
Bi B 001 (2010 x = 
b ун А EI ,C2 ”的 表示 矩阵 元 即 其 
1 2 


特征 标 . 


E E 
取 二 维 不 可 约 丁 表示 Ex 空间 的 基 为 - ) " ) 5 
k k 
SO(3) @ #лх—Ж, "ER u I Жл XB BE RA 
С901 = | exp(—ik%) 0 J 
P 0 exp(ik@) / ` (7.39) 


0 1 
ΠΠ 


利用 (7.28) Τι (7.30), 可 以 求 出 SO(3) 的 不 可 约 表 示 | 到 Dap 
不 可 约 表示 的 重复 度 . 当 j2p < l < (j + 1)2p, 有 


Ar 5 
. 14 (—)!+1 (7.40a) 
ΝΣ 
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cem [өне T mI | 


© 
$&|3 
E A 
о n 
ο] 8 
N e 
© 
δια 
四 一 
| | 
7 $ 
uv 
δι 8 
e a 
Dr 
a + 
τα un 
о О 
9 9 
Б] єз 
€ 
会 | A 
ó m 
9| 8 
єч a 
Lad 


m= =s L е 
оре L е 


"ч 
ΝΗ 


=ч 
N 


四 


SAM πα 5-2 化 
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1 0, 1 <р, 
тв, = . . . 
j+1, (2j + 1) <1 < (2j + 3)p, 


(7.40b) 
1 0, і <р, 
m = 
> | jen (2j+1)p< 1< (2) + 3)р, 
和 
mi | 211, j2p+k<1< (j+l1)p- k, (7.400) 
B 2641), (j+ 1)2p— k < 1< (j + 12p + k. 


用 SO(3) > SO(2) 或 用 SO(3) > Dzyp 分 类 不 可 约 表示 1 空间 
态 时 ， 这 两 种 标记 间 么 正 变换 为 


EN < / ! | E, 
EGIT) 
由 于 SO(3) 5 Da, 一 般 不 是 简单 约 化 ， 下 面 将 在 么 正 变换 系数 中 
引入 附加 量子 数 0, α, 8, 以 解除 重复 度 引 起 的 简 并 ， 

用 生成 元 C5)! 作用 于 (7.41), 可 得 变换 系数 的 选择 定 则 . 用 
生成 元 C2 1 作用 于 (7.41), 可 得 变换 系数 间 的 关系 .适当 规定 相 


AT, 再 利用 归 一 化 条 件 ， 设 下 式 中 m Z 0, 可 得 非 零 变换 系数 如 
F: 
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A 
1 0 ΣΣ I = f&, 
0 αι 
l OA 
2\1 ἰ-- 3, 
0 ag 


23. 
b 一 ΝΡ m (2a+1)p> 


1 
) = πηι (2a+1)p> 


a Bz E 1 ó 
bo = 2 m (2a+1)p> 


m 
l a B; l+p+1 1 
一 人 一 —zÓm a Й 
-m| δ ) С) Fer 
l B Ex 
= bm B2p4-ki 
m Tk 


1 Е 
| P )- —)* bin зорь, 


3 e 


=m Yk 
1 | ВЕ, ) 
= Om 32р—Ё› 
-m TR 


(7.42a) 


(T.42b) 
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( L| ВЕ, 
m Ук 

Day 8 T E Cop, 考虑 Dap D Cop HA. 为 明确 起 见 ， ορ 1 
的 特征 标 见 表 7.1, 将 子 群 的 不 可 约 表示 用 带 搬 的 符号 表示 ， 可 得 
约 化 规则 为 


) = (=) tE Sm B2p—k- (7.426) 


Ar = ΑΙ, Bk = Asa, k=1,2, 


| (7.43) 
Ek = Ар ® Ασρμι. κ) k = l::.p- 1, 


这 是 简单 约 化 . 考虑 到 归 一 化 条 件 , 可 到 相 因子 使 非 零 变换 系数 为 


"ELT 
ак αι _ bk 


А! 
m)- 1, k=1,2, 


арыы 
(7.44) 
Ек | A! Ек | Αἱ 
( k m) = k WEE k=1,- p- 1. 
Ук | ἄχρι Zk | G2p+1—k 


Dy, 包含 子 群 Dp 5 p 为 奇 或 为 偶 时 ， Do, > Dp 的 约 化 规 
则 和 变换 系数 均 不 相同 ， 现 先 讨 论 p 为 奇数 情况 ， D, 有 2p 个 元 
Ж, (р+3)/2 个 类 ， 利 用 表 7.2 可 以 方便 写 出 其 特征 标 表 .将 子 
群 的 不 可 约 表 示 用 带 撤 的 符号 表示 ， 可 得 约 化 规则 为 


Ак = Ар, By = Aj, k—1,2, 
E | Бү, k< (p- 1)/2, (7.45) 
k = 
E, 4 k> (p m 1)/2. 


由 于 Αι, В, 是 一 维 的 ,所 以 可 取 相 因子 使 其 么 正 变换 系数 为 1. E, 
的 非 零 么 正 变换 系数 可 取 为 
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E, 
Ye 


)= 1, k < (р- 1)/2, 


(7 4) (2 
zk | zL Vk 


"PHI 
Tk Tk Yk 
HUE p 为 偶数 情况 . D, 有 2p 个 元 素 ，P/2+3 PR, ЖНЖ 


7.3 可 以 方便 写 出 其 特征 标 表 . 将 子 群 的 不 可 约 表 示 用 带 撤 的 符号 
表示 ， 可 得 约 化 规则 为 


A, = AL. Bk = AL, k = 1,2, 
Ek, k < p/2, 

Ek = 12 k > p/2, 

Bi Ф Bz, k = р/2. 


(7.46) 


у=, к> 0 


П 
Ep-k 


/ 
Vp—k 


(7.47) 


适当 选择 相 因 子 ， 一 维 表示 之 间 的 么 正 变换 系数 可 取 为 1. Εμ 的 非 
零 么 正 变换 系数 可 取 为 


E Е! Е Е! 
k k — k hi = 1, k< p/2, 
Tk Ty Ук Ук 
Е Е! E E! 
| | n Е | | pe =1, k>p, 
Tk πρ κ Ук Yo—k 


(7.48) 


(5 Bi )=( Fs ἽΝ. 

туз | bi Уруз | 5 V2 

( Be ей αλα 
προ | b; Yp | & vo 


现 讨论 Do, 不 可 约 表示 直 积 . ME k > j, 可 求 出 Do 不 可 约 
表示 直 积 约 化 规则 为 
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A, Q Ap = Aj, Αι Q Bk = By, Е = 1,2, 

Аз @ Аз = ΑἹ, 

Ao 8 В = Bo, A998 Bo = By, 

A; @ Εκ = Ey, J 21,2, k=1,---,p-1, 

B,@ Bk = Ak, k= 1,2, 

B2 8 B2 = Αι, 

B;@ Ex = Е, j=1,2, k=1,..,p—1, (7.49) 
410 420 B1 6 Bs, p= fB, Е = р/2, 

aio hora, PTS ise 1 


p = (В, k < p/2 — 1, 
p= %, К> 2(р+ 1), 


p= ËB, k > р/2+1, 
k = 1B, k < p/2, 


p-,kzí(p-1)/, 
p = 1B k > p/2, 


p—-p,k2(pH)/2, 


Er Ер = 


Αι Ө À> Ө Ер оь, 


Bi e B; D E, sk, | 


Ek 名 E;= Bi e B; Ф Коке, | 
Ex-; Ө Ex, k+j <p, 
Εκ 18 E» κ, k + j > p, 


由 约 化 系数 满足 的 方程 (7.20), 取 οι 为 Ορ "可 得 约 化 系数 
的 选择 定 则 ， 取 οι 为 C219, 可 得 约 化 系数 间 关系 ， 适 当选 择 相 因 
子 ， 再 考虑 归 一 化 ， 对 А; 8 Ακ, A; 8 Be, Bj ® Bi, 可 取 直 积 约 化 
系数 为 1. 对 A; @ Κι, B; 8 Bx, 可 得 下 面 非 零 直 积 约 化 系数 


(7 Ey Μα Ex МЕ 
а] 2κ| Tk αι Yk Ук 
(7.50a) 
(2 Ek 2) Ex “Y= 
аз σκι Tk аз Yki Yk 
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В, Εκ] Ез \ /Βι Е, vt) _ 
" Zk | Up-k ) i ( by uel tpr 
(7.50b) 
" Ek i) __ (2 Ek T) Κη 
b2 rk| Vp-k ὃ Yk | Tp-k | 
对 Ej Еру, 有 下 面 非 零 直 积 约 化 系数 ， 
Um Ey) 2) Е ( Epj2| Αι ) _ EU 
Tp/2  Up/2| Q1 i Yp/2 “p/2 | € i V2 
(or Ep/2 ») _ vá Еру | Bi ) _ 1 
Zp/2 Tp/2| bi yp/2 Όρια! δι V2 
(7.50c) 
( Ep/2 a) _ v" Ep/2 “) _ 1 
Tp/2 Ур/2 | G2 i Up/2 “p/2 | Q2 2 
C Ey2 ο) _ (m Еру x) _ 1 
Tp/2 Zp/2| b2 i Up/2  Wp/2| b2 2 


对 Erk Εκ, 有 下 面 非 零 直 积 约 化 系数 ， 
E, Er | Αι -( Ek Ek 
Ik Yk Q1 Uk Tk 
Е, Ex | A \__ | Е, Е, 
Tk Yk a2 Ук “k 


4 p= 6, Е < (р- 1)/2, k p= Bk <р/2-1 时， 有 下 面 非 零 直 


积 约 化 系数 
E E 
Ε Ek ak \ L Е. Ek ει (1.509) 
Tk Tk T2k Ук Ук Yok 
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I Ej Ek Αι )-( Ε E, Ai ) d 
= = 2 
Tk Yk αι Ук “k αι (7.508) 
E Ex | A2 \_ f Ex E An \ 1 
Ze Yk | ae ук Tk | ад V2 


4 p= 4, Е > (р+1)/2, R p= Ñ, ΕΣ p/2 18, # БЕЗ 
积 约 化 系数 与 (7.50f) ЖЫ 


Ek Ek | E» | Ek Ek 
Tk Tk Y2p--2k ` Ук Uk 


对 Εκδ Εκ, k = 18, k < p/2, p= F, k < (p— 1)/2, 有 下 面 非 堆 


Pap-24 ) = 1, (7.50g) 


TI2p—2k 


直 积 约 化 系数 
^" Ер. | Ву ) Е (2 Е | Bi ) _ 1 
Zk ^ Tp κ] by / Yk  Vp-k | bı 2' 
(2 五 p κ _ Ep-k ы) _ 1 
xr] _—k lb / 2’ 
Tk Tp-k 2 Yk Ур-к 2 у (7.504) 
C Ep-k ae) _ (® Ep-k | Е. ок ) -i 
Zk Yp-k | Up—2k Yk Tp-k | Tp-2k | 


k = Ё, k > p/2, p = S, k > (p+ 1)/2, 有 下 面 非 零 直 积 约 化 系数 
与 (7.50h) 不 同 
Ey )-( Εκ E, x | Ер )- 1 
T2k—p Uk Tp—k Y2k—p 


| (7.501) 
Bk»jUMkrjcpH, BT EPI 


Ek Ep-k 
Tk Yp-k 
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E, Е; | Ek-; )- ( Е, Ej 
Tk Yj ZK 一 7 yk Ту 
E, Е; | Ek; )-( E, E; 
Z Tj ZK 十 7 Yk Yj 
当 上 十 j > p 时 ， 有 下 面 非 零 直 积 约 化 系数 与 (7.50) ^T] 


Ek Ej | Ep-k-j -( 5 E; | E»-i-i ya 
Tk Tj V2p-k—j Vk U; Z2p—k-—j 


(7.50k) 
7.3 立方 体 群 O 和 四 面体 群 了 


O 和 工分 别 为 正 立方 体 和 正四 面体 的 不 变 群 ， 见 图 7.1 HX 


z 


7.3 正 立方 体 和 正四 面体 图 
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线 和 虚线 图 ， 先 讨论 立方 体 群 。 O 有 三 个 四 阶 轴 C202, 
C199, 四 个 三 阶 轴 C31 3,0171 09 1 091 71 ,和 六 个 二 阶 轴 
C118 01?1,0911, 02711, ΟΣ 10 07191, np pA C09 15,02 1 A 
O 的 生成 元 ， 定 义 关 系 为 
(11 = E, 
(С 1 0)% = E, (7.51) 
C99100100901 = 091909010919, 
O 共有 五 个 类 ， 其 类 算 符 为 
Ку= Е 
Ka = (C19 + (0919)? + (C$? Y) 
Кз = С190 40919 40991 L (С190)3 L (C219) + (C29 15, 
(7.52) 
k ο $4 ch το 4 09711 ο του. 
Ks О1О ο ο ο 11 4+ (C31? 
+ (C3 -1 y + (C; 1! 12 + (Cy? —1 12 
可 以 证 明 O 与 对 称 群 54 同 构 ， 表 7.4 给 出 O 的 轴 与 S, 元 素 
间 对 应 关系 . 


表 7.4 О 与 54 HMA RAH 


(132) (3j (143) 
EET σοι [οι στο opt. | 
EN 


Q 
КА 
- 


H S, 的 乘法 可 以 容易 算出 O 的 乘法 表 和 类 乘法 常数 ， 如 
Κ2Κα = 3K, + 2K2, K2K3 = K; 十 2K4, 
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К.К, = 2K; + Ki, K2K; = ЗКУ, 
КзКз =6K,+2K3+3Ks, © 


利用 式 (7.3),(7.4), 可 以 求 出 其 特征 标 表 7.5. 表 中 Κι 下 方 数 是 К; 
类 元 素 个 数 πι. 


A A 
设 一 维 表示 Αι, Аз, 表示 空间 的 基 为 ) - Т 
1 2 
成 元 C901,0910 的 表示 矩阵 元 即 其 特征 标 , 
E E 
取 二 维 不 可 约 西 表示 E ABH | 。 ) ) 与 转动 


群 SO(3) 的 表示 一 致 ， 生 成 元 的 表示 矩阵 可 取 为 


ο... 
0 一 1 


с%зо = [ -y2 νϑ/α } 


V3/2 1/2 
Τι Τι Τι 
1 3 0 3 i } 


i= 1,5, 与 SO(3) 的 表示 一 致 ，Ti 表示 中 ， 生 成 元 的 表示 矩阵 为 


取 三 维 不 可 约 西 表示 T, 空间 的 基 为 
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-i 0 0 


С9%1=|] 0 1 0 |, 
001 (7.54) 
1/2 1.42 1⁄2 

ο =] -v2 0 1/2 
1/2 -1/ν 1/2 

Το 表示 中 ， 生 成 元 的 表示 和 矩阵 为 

i 0 O 

С991=| o -1 0 |, 
0 0 -i (7.55) 


-1/2 -1//2 -1/2 
С910=| vi ο -LvV2 
-1/2 1002 -1/2 


利用 (7.28), 可 以 求 出 SO(3) 的 不 可 约 表 示 ! 到 O 不 可 约 表 
示 的 重复 度 ， 结 果 见 表 7.6. 表 中 每 一 行 给 出 1 值 ，! 表 成 12; 十 R 
形式 . 

用 SO(3) > SO(2) 或 用 SO(3) 2 O 分 类 不 可 约 表 示 1 空间 态 
时 ， 这 两 种 标记 间 么 正 变换 系数 可 以 用 下 法 求 出 . 如 O 的 不 可 约 
RAS Τι, 


l ) | (7.56a) 


用 生成 元 C20! 作用 于 (7.552), 可 得 变换 系数 的 选择 定 则 ， 即 
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E 


1 )-x( "m 1 ) ых ) 
° J-E Ν ñ ) Ν ) (7.56b) 
1 ) Σά "T 1 "T ) 
用 生成 元 οὗ 10 作用 于 (7.55b), 可 得 变换 系数 满足 的 方程 ， 如 
ni TE ἐμ ει даь 


(7.57a) 


ΙΙ Τι l T, 
= -γ2 ( | ум " 
Gl 0 > 4u! -1| 1 4p Ap! 1 
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l Ti ) ( l Τι ) ῃ 
( 1)=25 Alas tpt 
4u -3| 1 Νά“ 1| 1 (7.57) 
ἐμ 11] 1 4u4-2 ἀμ’ 4-1 , 


p 


由 于 SO(3) 2 O 不 是 简单 约 化 的 ， 下 面 将 在 约 化 系数 中 Ακ, E, Τι 
的 前 面 引入 附加 量子 数 0, a, PB， 以 解除 重复 度 引起 的 简 并 . 利用 
(7.13),(7.14),(7.16),(7.17), 考 虚 归 一 化 条 件 ， 当 1 为 奇数 时 , 简 并 量 
子 数 可 能 为 0, 有 


1 0 Т, 
= v 2A! Й 
| "E 1 ) 4u+10 
1 ОТ, 
= $4,0, 7.58a 
| " 0 | 4н 0 ( ) 
1 0 Ti 
- = 一 V2AI , 
( 4p-3]| Í ) ш+30 


AW ! 为 奇 或 为 偶 ， a 取 小 于 或 等 于 1/4 的 正 整数 ， 有 


і 
| 4n + 1 
l a Ti 
@ 0 
l 
( 4u+3 


sÉ (7.58) 将 变换 系数 用 已 知 的 A 和 „ 函数 表示 出 来 ， 对 实际 计算 
将 是 很 方便 的 . 


Q T, 1 
1 一 25541 4a! 


) = 1/ V2(64,, 4c - (~) ban —4a), (7.58b) 


α Τι 1 
1 = —2^ „+3 da‘ 


408 


同 理 可 得 T> 的 么 正 变换 系数 为 


і а o әлі 
ἀμ 13] 1 4+3 4042) 
( | 72) = M ausa 4042 (балаа саас), 
(7.59) 
( i α -) әм 
ἀμ11| i 4u--1 404-2) 
其 中 a 取 小 于 或 等 于 (! — 2)/4 的 非 负 整数 ， 
同 理 Αι, A2, 和 五 的 么 正 变换 系数 可 以 表达 成 
гад ) = {ba a + (7) Bag -4a + ААА аа), 
ἁμὶ αι 
1 a As 
Cas az ) 
= c2{Sayt2 4а+2 + (—)'ó4n+2 -4a-2 一 4,2 1242): 
(7.602) 


( l a ^) 
4 十 2| € 
=‹з{ (s ленә + (7) 04142 42-2 + 2А „о και») + Ада 4 } 
2γ8 wr 49 
( lja » 
4u| 0 
1 
= οὐ 575 nn 4o + (7) bau -4a — 215, да) + Δί. 1a42}- 


其 中 ci 为 归 一 化 常数 ， 分 别 为 
1 1 


с = р) C2 -------------------, 
V6 + 2445, 4o 1/6 — 24А 42 4242 


2 
сз =, /一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ， 
1- Ajo 4a 十 Alio 4a+2 + ὃν Δι 4а+2 


(7.60b) 
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sh (7.60) 给 出 的 变换 系数 在 它们 的 各 个 不 可 约 空间 中 是 非 正 交 超 
完备 的 ， 如 


4 A 
| Q Λι B 1 ) = c2 {6540 46 + +24А\ ав}, 
а αι I 
aA BA 
( | | ) = {65402 4542 — 2404042 4642) 
G2 a2 
ab| BEX /apl| вв (7.60c) 
€. € 9 0 


2 
ς 
Ξ + ἴδια ав + ñaaa ав+2 — 2040 ав 
+ 2А 12 4842 + 2V3A 2 ав + 2V3A4o 48427- 


式 (7.58),(7.59),(7.60) 将 变换 系数 用 已 知 的 Anm 函数 表示 
HK, 对 实际 计算 将 是 很 方便 的 . 上 述 不 同 不 可 约 表示 的 么 正 变换 
系数 是 正 交 的 . 而 对 (7.60) 给 出 的 么 正 变换 系数 ， 在 各 个 不 可 约 
空间 中 需 进 行 正 交 化 ， 从 中 选 出 一 组 正 交 归 一 完备 的 变换 系数 . 
并 可 以 用 重复 度 控制 正 交 化 过 程 ， 以 减少 不 必要 的 计算 . 

O 有 子 群 Τ, Da, Ds, 先 考虑 O 对 四 面体 群 T HAL. CA 
O 与 S, AW, ΤΒ δι 的 偶 置换 群 同 构 .其 生成 元 可 取 为 C$, 
C3ll, 定义 关系 为 


(C? ° 1)2 = Б, 
(C3! ? = E, (7.61) 
(Cl 1 102 0 132 = С? 0 (02. 1 12, 

T 共有 12 个 元 素 ， 4 个 类 . 用 带 撤 的 符号 表示 其 不 可 约 表 


m, He o = exp(221), 其 特征 标 表 见 表 7.7. 可 得 O 2 Т 约 化 规则 
为 
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Ax = А, k=1,2, 
T, = T', k=1,2. 


这 是 简单 约 化 ， T 的 一 维 表示 Al, А, 特征 标 即 表示 矩阵. 


3 7.7 T WHERE 


与 O 的 表示 一 致 ， 取 表示 T" h, Ж йй Ons EBE 


-1 0 0 
c2?!—-| 0 1 0 |, 
0 ο -1 
(7.634) 
-i2 1/νΣ 1/2 
Cytt=| /vi ο ifv2 |, 


-i/2 -1//2 1/2 


考虑 到 归 一 化 条 件 ， 可 取 相 因子 使 非 零 么 正 变换 系数 为 


Ak | Af 
(а 4) k= 1,2, 
(7.63b) 
ΕΙ A E| Αἱ 
(аа) 0 а) 
2 3 
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Аз 


( | ) ( 
0 ay 0 as 
( | ) ( ) ( 


现 考虑 O 对 二 面体 群 D4 WA. Ра 的 生成 元 可 取 为 C8"，， 
和 C219. D, 共有 8 个 元 素 ，5 个 类 .由 表 7.3, 取 Ф = 0/2, 可 得 


其 特征 标 表 .用 带 撤 的 符号 表示 D, 的 不 可 约 表示 ， 可 得 O 2 D. 
的 约 化 规则 为 


) = 1/\%, 


(7.63c) 
T 
_ ) =1, k=1,2. 
1 


Αι Ξ- ΑἹ, Аз = Bi, 
E= А ФВ!, T, À @ E', (7.64) 
T, = BL ФЕ", 


这 全 是 简单 约 化 ， Da 的 一 维 表示 ΑἹ, А5, Bi, B; 特征 标 即 表示 和 卸 
BE. 在 表示 Е" 中 ， 生 成 元 的 表示 和 矩阵 取 为 


(7.65a) 
C910 = 0 1 | 
? 1 0 
考虑 到 归 一 化 条 件 ， 可 取 相 因子 使 非 零 么 正 变换 系数 为 
v να LE 
αἱ] αἱ’ Nalb/ — 
(7.65b) 


C 


ЕИ 
V / 6 


Al 
1) = 1, 
αι 
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C 2) G Hn ü ») 1 
1 e | 0 a, 1 9 ; 
(т >) * >) (1 » 

1 6’ 0 b, 1 e | 


现 考虑 O 对 二 面体 群 Ds HA. Ds 的 生成 元 可 取 为 C3 11, 
和 C 11. Ds 共有 6 个 元 素 ，3 个 类 . 由 表 7.2, ó = 20/3, 可 得 
其 特征 标 表 . 用 带 撤 的 符号 表示 Ds 的 不 可 约 表示 ， 可 得 0 2 Ds 
的 约 化 规则 为 


(7.65c) 


A, = AL, k= 1,2, 
E= E, T = A; ФЕ, (7.66) 
T) = A! ФЕ". 


一 维 表示 Αἱ, 45 特征 标 即 为 其 表示 矩阵 . 在 二 维 表示 E 中 ， 生 成 
元 的 表示 和 矩阵 为 


127 | 
στ] = | πα ) NES ) 
(7.67a) 


0 1 
e (1i) 


考虑 到 妇 一 化 条 件 ， 可 取 相 因子 使 非 零 么 正 变换 系数 为 


MEET (7.67b) 
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(7.67c) 


— — ——— — . 一 


(7.674) 


Кемо шл εἰ ο р 
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T5 E' _ 2+ V3 ( ) 
1 y --i 6 εχρ| z) 
Т» Е! (1 + і) 12π 
一 7.67e 
(5 Я Ж mr) mere) 
το | Е _ 2 — 3 x (25) 
Ily 6 Т\З 


现 考虑 O 不 可 约 表示 的 直 积 ， 可 求 出 不 可 约 表示 直 积 约 化 规 
则 为 

A, @ Ap = Ay, А„®Е=Е, К=1,2, 
АТ = T, k= 1,2, 
А» ® Αα = Αι, АТ, = Т, 
А» ® 1» = T, ES E = А; ФА ФЕ, (7.68) 
E@T,=T,@Ts, k=1,2, 
Т.Т. = AG EO T, OT), k 12, 
Т.Т AO E@ T. OT». 


由 约 化 系数 满足 的 方程 (7.20), 取 g, 为 C ὃν 可 得 约 化 系数 
的 选择 定 则 ， 取 σι 为 C09", 可 得 约 化 系数 之 间 的 关系 ， 再 考虑 归 
一 化 ， 适 当选 择 相 因 子 ， 对 Aj @ AL, 可 取 直 积 约 化 系数 为 1. 对 
A, ΘΕ, А, @ Ty, jik = 1,2, 可 得 下 面 非 零 直 积 约 化 系数 


EN JAE 
є αι 6 


-一 人 人 
° > 
^ ΕΙ 


(7.69a) 


a 
° è 
^ ΕΙ 
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A T| Τελ {Αι Τε Τι 
a 1| 1/ Na 0| 0 
d^ T| τι M 
λα i} i | 
(5 Τι 2-0 Τι 3 | 
0| 0 
o 111 K (7.69b) 
_ Ao Τι Т» =1 
7 a2 1 1 .. 
A; T3 Ti - Аз Το Τι 
a 1| 1/ \a о 0 
As T, | T, _1 
a2 1 i .. 
X EG E, 可 得 以 下 非 零 直 积 约 化 系数 
EE “y (5 E ME 1 
(. ela/ Αθ 8 а / 2’ 
» E 2)--(6 E "у= (7.69c) 
0 el| ag є 0| a 2 
2 вв) (вв ΜΗ 
ZU ε]θ/ N86 8 J= 0 ele 
_ /Е E 5)- 1 
i ( 8| є V2 
对 E x Tx, 可 得 以 下 非 零 直 积 约 化 系数 
( B s jen (7.694) 
0 D| O 
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(7.69e) 


一 LN | HIN і | | 

Ш l il ll il І Il lI 
p eo Κο F —n.—. επ, T@ 
EC εἲ π E 1 一 κα τ. REC Ko E πα. ч 
EE Εἲ τη Ες EY απ Б Εν o ыт ыт 
Qo WQ v QM v» ο - Qe RJ ~ ы Ro ov 

E 

— —— 了 ~ 一 一 一 | ποπ — -一 > — — — — 


对 T; x Tx, 可 得 以 下 非 零 直 积 约 化 系数 
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(7.69g) 


| 1 ~ — 1 | -一 一 ~ — 

1n x= Ыы 5 一 一 一 一 Bo зо. F < 5 
Eco R v E BC < ° 
EY τη EX ч E um EX > сз > ° 
- g o K EXC K Q ко 
eo = ч " ч 
[ο an. = Ho Lo — Eo REO —— — — мыт — — 
| xean | | МЫ МН | | 一 一 
I ] ] I | 1 ' 
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(7.69h) 


{ ë UT US Ts uk d -[5 Jh -i 


-|$ -$ 1 DE 
I \ MM — . IM II —F— Oə lI -- \ 
ρα .—. Y K τι ц © цн q ө» σας < ὃ Ш, 
сз сз 
Qo F < ES оч E < 58 Rv 
ы τι ο τ: εἴ © к ч a ы 5 
"EC go go εἲ - go 
So Be εὖ - ES te 4 E . 
кош EX o RO 人- Ea 一 ~ 一 ex ico Es 
全 一 一 一 H Il II — | SOS” | м 
II п — c —— — l I II il Il \ i 
-一 一 -全 一 -全 人世 一 EDO -CG ae — — 
Qo  Ὁ ΠΒ υ Επ ΕΦΕΕ" < Š AQ vo 
So Éim Éim 
кош "m 5 5 Е © Е τι Eq e ко ц © он 
не вт не 
一 
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T T| E\ /τι T| ΕΜ. 
1 1/6/ \i 160 
Ti T» Τι - Τι Το Τι __ 
ο 1| 1/7 \ I οἱ. 1 
Ti T; Τι - Τι το Τι 
1 1| 0 / i 1| O 
Ti Το Τι u Ti T5 Ti u 
1 ο! 1/ V0 11| 1 
Τι T TN Τι Tn 
10] 1/7. 0 1. 1 
T | Τελ {Τι T| T, 
1 11 00у κι È O 
Τι T| L N Τι T, | T, 
0 1 1 i 1 O 1 
74 二 十 面体 群 了 


了 是 保持 正二 十 面体 不 变 的 对 称 群 ， 正 二 十 面体 如 图 7.2. О 
点 是 正二 十 面体 的 中 心 , 它 有 十 二 个 角 硕 ,三 十 条 楼 边 和 二 十 个 正 
三 角形 表面 , 其 角 顶 用 4A, B,… 等 标 出 , ATH CA 标记 过 角 顶 


A 的 五 阶 轴 ， 用 СС 标记 过 CF! 线段 中 点 的 二 阶 轴 ， 用 C28C 


标记 过 三 角形 A4BC 中 心 的 三 阶 轴 等 等 . КОА 为 z 轴 方 向 ，O 
与 线段 CF 中 点 连 线 为 y 轴 方 向 ， 用 几何 方法 可 以 求 出 所 有 工 的 
六 个 五 阶 轴 , .十 五 个 二 阶 轴 和 十 个 三 阶 轴 的 方向 余弦 . 已 知 转角 为 
V, 转轴 方向 余弦 为 n= (n. ny, πε) 的 转动 算 符 εκρί(-ἱψη- J) 等 


于 
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nany(1— сов) Έτ, sina п2(1 — cosp) + coss) nynz(1—cosp) —nzsinp 
Nzgnz(1—cosp)—nysiny nyn,(1—cosp)+nzsiny n (1—cosp)+ cosp 


(7.70) 


| n2 (1— cos) +cosy nany(1—cosy)—nz.sinp п.т, (1— совр) 4 nysini ) 


图 7.2 正二 十 体 图 
利用 (7.70) 可 以 求 出 所 有 转轴 对 应 的 转动 算 符 ， 如 


1 4 2 
V5 У | 
0 
2 


CP = -1 


0 
1 
— 0 一 
5 v5 
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νε VET 


4 2/2 9 
СА = 5+V5 -LI+v5 |}, 
2/2 4 
0 0 1 


Se, RRESHT I 的 全 部 元 素 . 
可 以 取 CÀ, C2P 为 了 的 生成 元 ， 定 义 关 系 为 
(са) = Е, 
(СВ)? = E, (7.71) 
(CACAP)5 = (C$ Cf) = E. 


工 共有 五 个 类 ， 其 类 算 符 为 


K, = E, 
K2 = CÉ + CP ο + CP + OË + CF 
‚ + (C + (CRY + (Cy) + (CRY (ο) + (CZ), 
Ks = (C$)? + (СР)? + (C + (Cp) + (CH)? + (С)? 
+ (C8) + (C? + (C£ + (CP)? + CY + (CF), 
(7.72) 
Ka = CAP +040 + CAD + CHE + CAF + CP? + CTP + CPF 
+ COFF + CPP + CPP' + CPF 4.08" ο ο 
Ks = cAPC + σον + CADE + СФЕР + САРВ + СВСЕ 
+ coer + CCDF 十 CPEB + CPEB + (ΟΔΡΟΥΣ 
+ (CHOP? ο + (СЕВ)! + (GPCR)? 
+ (C97 Py + (CPF + (C9 Py + (CpPP', 


可 以 证 明 Ι 与 对 称 群 Ss 的 偶 置 换 子 群 As Н. 取 a = CA, 
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x 7.8 Ι “5 As 元 素 间 的 同 构 对 应 


45 元 素 


元 表示 


用 生成 


88 
4% 
E 
R 
= 
# 
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# #78 


(145) 


(12)(34) 


л 


(23)(45) 


t2 


4 -1 [δν 
(- 2-2.2.5’ 4 "V 2.5 ) (15)(84) 
(- s+ v5 patios η (12}45) 


e 


(15)(23) 


2..2. .5 
( 5 + 2у5 1 4/ 5 一 УБ aba2b (14)(25) 
2.2.5 2 2.5 
( - (15-75 ; У5+ 15> °) ababa? | (13)(25) 
«9.9.5 4 Jas 
5+ vs 0, Š a2ba3ba? | (13)(34) 


σι 
l 


ababa | (24)(35) 


N 


ba2ba (14)(35) 


ba?ba3b 


(25)(34) 


aba?ba?b | (12)(35) 


a?ba?ba3b 


(13)(45) 


ba? ba3ba? 


(14) (23) 


ba? ba3ba (15)(24) 
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b= CAP, # 7.8 给 出 了 各 个 轴 的 方向 余弦 和 他 们 与 As 元 素 之 间 
的 同 构 对 应 关系 . 
由 hs 的 乘法 可 以 容易 算出 了 的 乘法 表 和 类 乘法 常数 ， 如 


ΚΟΠΟ = 121 + 5K2 + Кз + ЗК, 

ККЗ = Ka + Кз 十 4K + 3Ks, 

K2K4 = 5K3 + AK4 + 3Ks, 

KəsKs = 5К + 5Кз + 4Ка + 3K53, 

КзКз = 12K, + K2 + 5K3 十 3K5， 

КзКа = 5Ko+4K4+ ЗКУ, 

KsKs = 5K3 + 5Ks + 4K4 + 3Ks, 

KaKa = 15K, + 5K2 + 5Ks + 2K4 + 3K, 
K. ,Ks = 5K2 + 5Ks + 4K4 σα 

KsKs = 20K, + 5K2 + 5K3 + 8K4 + 7 Es. 


利用 式 (7.3),(7.4), 可 以 求 出 其 特征 标 表 如 表 7.9. 表 中 K, 下 方 数 
是 K, 类 元 素 个 数 ni. 


(7.73) 


表 7.9 I 的 特征 标 表 


与 SO(3) 的 表示 一 致 ， 取 一 维 表示 A 表示 空间 的 基 为 


4 
0 , 
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则 生成 元 СА, CAP 的 表示 矩阵 即 其 特征 标 . 


与 SO(3) 的 表示 一 致 ， 取 三 维 不 可 约 西 表示 Τι 空间 的 基 为 


表示 矩阵 可 取 为 

ш 0 0 
c-|o1 ο |, 

0 0 «1 

1 一 了 一 V2 l-r 
САВ = — | -42 1 2 |, 
2 V5 V2 V2 

l-z у? -ᾱ 


А ) , k=1,0,—1. ш = exp( Ξπ), z = (1 + V5)/2, 生成 元 的 


(7.74) 


与 SO(3) 的 表示 一 致 ， 取 三 维 不 可 约 西 表 示 Т» 空间 的 基 为 


T. _ _. 
ΙΤ; 
w? 0 0 
CA=] ο 1 ο | 
0 0 o 
| l-z V2 —z 
CAF = 一 2 -1 -ψὸ |, 
2 V5 V2 V2 
~r -J2 1-z 


(7.75) 


与 SO(3) 的 表示 一 致 ， 取 四 维 不 可 约 丁 表示 U 空间 的 基 为 


Qk- 2,1, -1, 一 2， 生成 元 的 表示 和 矩阵 可 取 为 
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w2 0 0 0 
CA = 0 w 0 0 
0 ошт! ο 
0 0 0 w? 
(7.76) 
一 | l-z 一 2 1 
cas = L 1—х 1 —1 -r 
A| -rz -1 1 1-z | 
1 --ᾱ 1-19 -1 


与 SO(3) 的 表示 一 致 ， 取 五 维 不 可 约 本 表示 V 空间 的 基 为 


) E k= 2,1,0, -1, -2, 生成 元 的 表示 矩阵 可 取 为 


a оо 0 ο 
0 w 0 0 0 
c-|o οι о о |, 
0 0 0ω- 0 
0 00 0 w? 


(7.77) 
2451 2x V6 22-2 2-2 
22 2—z -νθ ——1 2-2x 
o= | v6 -vē -1 vé νε. 
22-2 -τ-ι V6 2-2 —2x 
2-2 2-22 V6 -2z т+1 


利用 (7.28), 可 以 求 出 SO(3) 的 不 可 约 表示 ! 到 了 不 可 约 表示 
HEAR, ARLE 7.10. 表 中 每 一 行 给 出 L 值 ，! EBR 3044 k JÉ 


x. 
用 5008) 5 SO(2) 或 用 SO(3) 5 工分 类 不 可 约 表示 1 空间 态 
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30% 
30i + 1 
302 + 2 
302 + 3 
302 + 4 
302 + 5 
901 + 6 
30: + 7 
302 + 8 
30: + 9 
30: + 10 
302 +11 
30: + 12 
30: + 13 
30i + 14 
30i + 15 
304 + 16 
30i 十 17 


302 十 18 
30i 十 19 
302 + 20 
30i + 21 
30i + 22 
30: + 23 
30i + 24 
30: + 25 
30: + 26 
30: + 27 
30: + 28 
30; + 29 


表 7.10 SO3) D 了 的 重复 度 表 


3i 1 
3i 1 
3i+1 
3i 
8i 41 
3i 51 
3i 4-2 
3i +1 
+1 
3i +1 
3i 42 
3i 42 
+2 
31451 
3i 4-2 
3i +2 
3(i-F 1) 
3i 4-2 
3i 4-2 
3i 452 
3(i 4-1) 
3(i + 1) 
3(i+ 1) 
3i 4-2 
3(i +1) 


Te U V 
8i 4i 5i 
3i 4i 5i 
3i 4i 5i41 
3i1 | 4411 5i 
8i 4i+1 | 5+1 
3i+1 4i 5i41 
3i 4i+1 | 5i+1 
+1 | 4411 | Bil 
+1 | 4+1 | 5+2 
3i-pl | 42 | Bil 
+1 | 4+1 | 5i2 
3151 | 4+1 | 5i 2 
+1 | 4+2 | 5i 2 
3i2 | 4+2 | 5i 2 
3i+1 | 4+2 | 5i 3 
3i2 | +2 | 5i 2 
3i+1 | 443 | 5i 3 
3i+2 | 4+2 | 5i+3 
3i2 | 443 | 5i+3 
3i+2 | 4+3 | 5i 3 
+2 | 4i2 | 5+4 
3i+2 | 4+3 | 5i 43 
3i-2 | 4443 | 5i+4 
3(i--1) | 4+3 | 5i 4 
3+2 | 4-1) | 5i+4 
3(i+1) | 4+3 | 5i+4 
#+2 | 4243 | 5G +1) 
3(i--1) | 4G+1) | 5+4 
3G -- 1) | 4G+1) | δ( 451) 
3(i +1) | 4@+1) | 5G +1) 


时 ， 这 两 种 标记 间 么 正 变换 系数 可 以 用 下 法 求 出 ， 例 如 了 的 不 可 


1 
l 
约 表示 τι, 将 么 正 变换 系数 简写 成 u n -( 


ὍΣΑ») 


m-—-i 


l 
) k—1,0,-1. (7.784) 
m 


注意 
—127J; 
С; =e ( Б ) 
(7.79) 
САВ =ехр ( n Jexp(-inJ. )exp (Ex) =exp(—i0J,)exp(irJ,), 


其 中 sind = 2/,/5, cos0 = 1/ V5. 
用 生成 元 CA 作用 于 (7.78a), 可 得 变换 系数 的 选择 定 则 ， 即 


nV. 5 l T l 
1 πλ 5и+1]| 1 Buti /' 
1 | Т 1 
n. у; i , (7.78b) 
0 ~\ 5u | 0 5u 


T, -5 l Τι l 
I πλ 50-1 | d 5u-1 / 


用 生成 元 CAP 作用 于 (7.78b), 可 得 变换 系数 满足 的 方程 ， 如 


EG 


т би +1 


Т, 
) (=) а 5р+1 (0) 


1 
Τι 
1 , 


(7.802) 


_ z і 
V5 \ 5p 11 
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_ 2 1 Ti 
© Ὕδλσδμ 0 7’ 
i Ti 
x( 5би+1| 1 ) -1δμη1{9) 
и (7.80b) 
_ 1-2 1 Τι 
V5 \ δμ'-1 | -1 /᾽ 
l n ) 5и+1 Jl 
Y (-) + ds: ιο 5u+1(9) = 0, 
т ( 5и +1 1 
l Ti ) 141 
у; ΙΝ ds 2 5u41(8) = 0. 
u ( ou +1 1 


么 正 变换 系数 满足 的 方程 涉及 αἱ, (9) 的 计算 ， 将 (7.79) 给 出 的 
0 值 代入 (7.6), 可 计算 出 dl (0), 从 而 得 到 所 有 人 么 正 变换 系数 满 
足 的 方程 ， 以 解 出 要 求 的 么 正 变换 系数 . 这 在 ! 值 大 时 计算 量 会 相 
当 大 . 

用 与 上 同样 方法 ， 对 l = 0, 1,2,3, 直接 计算 dl, τη! 代入 已 知 的 
表示 和 矩阵， 再 考虑 归 一 化 条 件 ， 可 得 AT, V 的 么 正 变换 系数 为 


0] A 
=1, 


| 1! | 五 yar m = 1,0,—1, (7.81) 
m m Ы 
(15) 
-1, т=2,1,0,—1,—2. 
m m 
жети (| ñ > 0, 可 得 T, 的 变换 系数 为 


430 


T. 
Le 3 (7.82) 
2 5 


Μα ( 


і 
і 


了 有 子 群 T, Ds. 四 面体 群 了 的 生成 元 可 取 为 C22, СФСР, jh 
足 定义 关系 (7.61). 用 ΑἹ, AL AL T! 标记 了 的 不 可 约 表示 ， 则 I 
对 四 面体 群 了 的 约 化 规则 为 

A= А, T1 = T, 

T2=T', U- Δι @ T, (7.84) 

V = АӨ A ӨТ". 


απ. LOT ЮКЕ К, EET 的 表示 矩阵 
后 ， 可 通过 生成 元 的 作用 ， 解 线性 方程 而 得 出 . 
Ds 的 生成 元 可 取 为 CA CPU , 满足 定义 关系 (725). 用 ΑἹ, 
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A5, Ei, Б 表示 Ds 的 不 可 约 表示 ， 可 得 了 2 Ds 的 约 化 规则 为 


A= Al, T, = ΑΦ Et, 
Т» = A, 6 Ej, U = ЕФЕ), (7.85) 
V = AL @ E! @ E). 


这 是 简单 约 化 ， 工 2 Ds 的 么 正 变换 系数 ， 在 取 定 Ds 的 表示 和 矩阵 
后 ， 可 通过 生成 元 的 作用 ， 解 线性 方程 而 得 出 . 

现 考虑 7 不 可 约 表示 的 直 积 ， 利 用 特征 标 表 ， 可 求 出 不 可 约 
表示 直 积 约 化 规则 为 


АФА= А, A@T,=T,, k=1,2, 
A@U = U, A@ V = V, 

ΤιΘΤιΙΞ АФТ ФУ, ӘТ = U e V, 

Ti@U=TÓ, U&V, ne V =Tie T; e U @ V, (7.86) 
TL @T;= A@T; ФУ, T28U =T, GU @ V, 
T2@®V=T,6T,0U8V, UQU = АФТ OL OU @ V, 
UEeV=aT%10T, 6U e2V, Ve V = АФТ @ T; OW Ф 2V. 


由 约 化 系数 满足 的 方程 (7.20), 取 σι 为 Có, 可 得 约 化 系数 的 
选择 定 则 , 取 gi 为 C$3, 可 得 约 化 系数 间 关 系 ， 再 考虑 归 一 化 , 适 
当选 择 相 因子 , 便 可 求 出 不 可 约 表 示 直 积 约 化 系数 . MMR T T» 
到 U 的 约 化 系数 ， 便 经 下 具体 过 程 . 


U -5 τι n|u 
k/ S kb | k 


其 中 ki = 1,0, 一 1, kz = 2,0,-2, k = 2,1, —1,—2. 用 CA 作用 于 
(7.87) SX AGI EREN k — ki + k; -ὄμ,μ 为 整数 ， 具 体 为 


k k 


h 1 | ， (7.87) 


432 


+ Ti Т» U Ti 了 2 
-1 -2| 2 -1 -2 / 
UV /T blu Τι T 
1/ \-+-1 211 -1 2 


+( T; IE 3 | 
1 οἱ 1 1 ο /) 
(7.88) 
UN Τι Т» U Τι Т» 
MIO -2 >) 1 * 
(2 Т, ) T, ο) 
-1 0 | -1 -1 0 /) 
UN /m | uU τι T 
人 -2 ο) 0 5) 
(т Т» IE в) 
i 2| -2 1 2/7? 


用 CAP 作用 于 (7.88) 态 


ar 注意 V5 二 2z 1, 比较 
系数 得 约 化 系数 满足 下 列 方程 


T T | U 
a 20) f ә ) 


0 2 
-0-9( 2 To 


0 2 


(1- ο) 5 Ti ;) 


НИНЕ 


e ali) 


= V2(1 — ZI Ta 


ajte 200), 


= Và 二 (2 一 ， 
2 2 ΠΗ͂ 


e» °) 


-aa 人 多 
ον ης M 4) 


ves BA 515. 


方程 (7.89) 只 能 决定 约 化 系数 间 相 对 关系 ， 利 用 归 一 化 条 件 
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Τι Το U ? + Ti Т» 
0 2 2 —1 -2 
可 以 决定 约 化 系数 的 绝对 值 . 


约 化 系数 的 相 因 子 可 以 用 下 面 办 法 规定 ， 由 于 按 群 链 
SO(3) 2 SO(2) 和 SO(3) 2 工分 类 SO(3) 不 可 约 表示 | 的 基 分 别 


l 
x ο... 
Ύ 
类 指标 ， 利 用 紧 致 李 群 表示 的 完全 可 约 性 ， 有 
h k l 
г, Г, Г h hk l Τι ID r 
Γι Τοι T л.» | Y 
γι 1 Ύ 
_ nli niti LIT 
-E MIS s) ;) 
( h L | 1 ) 
x . 
mi т | m 
(7.90) 
sen ( 2 É , ) soo mco gar, m ( 7 н), 
ту m2 m ^ my 


等 是 SO(3) D SO(2) 和 SO(3) 2 了 标记 不 可 约 表示 | ЖН] AER 
换 系 数 ， 在 有 i,12,1 < 3 时 已 由 式 (7.81),(7.82),(7.83) 给 出 ， 所 以 约 


аннат (р μμ) παπα г) 


Γι Г» αι r 
i) Fe ЕЕ Н. FWE 

1 

Γ )>% 411, [οι < 3, L, oh, 


h k 
I; Τὸ 


(7.91a) 


435 


h b| UN, uuu] b h]! 
(n Г, DHS Б nir ， 其 他 情况 ， 
(7.91b) 
则 由 CG 系数 对 称 性 可 得 了 的 直 积 约 化 系数 对 称 性 
» Г, ae Γι » (7.92) 
лл “2 "y Ύ т Y 
例如 在 〈7.90) 式 中 ， 代 入 适当 的 么 正 变换 系数 和 CG 系数 有 
3 113 3 1/3\/% T| U 
παρα, 
тъ TIU/\2 0| 2 
2 0|2 
1 
E (7.932) 
3 113 
3 1/3\/h% TI | U 
НЕНЕН 
τι Ti|U/ N—2 -1:2 
-2 -1|2 
-- (7.93b) 
利用 归 一 化 条 件 和 (7.91) 式 对 相 因 子 的 规定 ， 可 得 
3 1| 3 3 : 


此 时 约 化 系数 的 相 因 子 是 完全 确定 的 ， 即 
(7 Τι ‚)=-үз 
2 0 2/ VƏ 
(7.95) 
zn|vuN hf 
ΠΗ͂Σ 
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恒 等 表示 4 与 其 他 表示 直 积 约 化 系数 为 


A A|A\_, 
0 οἱ 0 ; 
A T T 
( | Len веза 
0 m m 
(7.96) 

A U U 

=1, m=2,1,-1,-2, 

=1, m =2,1,0,—1, 一 2， 
0 m m 


在 表示 矩阵 如 (7.74),07.75),(7.76), (7.77) 时 ， 了 不 可 约 表示 直 积 约 
化 系数 由 表 7.11 到 表 7.20 给 出 . 


Τι Τι 
Y r 


# 7.11 约 化 系数 ( 
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ла 约 化 系数 


表 7 
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Ύι 


#713 约 化 系数 ( 
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Τι 
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R712 约 化 系数 ( 
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чч | N 
= | = | = | ес! еч | 
| 
| | 


一 
! «4 | єч σι 
| | 
са ез 
τα τη τη τ. 


V 
了 2 


了 2 
v1 


# 7.17 约 化 系数 
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X 7.18 约 化 系数 
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U Vr 
表 7.19 约 化 系数 4 


yı 312 
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表 7.20 约 化 系数 ( 
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DX] = 
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gl (n, R) 


u(n) 


Pp( 2j +1) ?o( 3) 
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